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Введение

В настоящее время математическое моделирование активно входит в

практику инженерных исследований и промышленного конструирования.

Одной из наиболее актуальных и в то же время сложных областей приме-

нения математического моделирования является газовая динамика и аэро-

акустика.

Задачи, связанные с газовой динамикой, играют важную роль во мно-

гих научных и инженерных приложениях. Некоторые из них широко из-

вестны. В авиастроении это, например, моделирование внешнего газодина-

мического обтекания [1], струй смешения и так далее. Все большее значе-

ние приобретают задачи аэроакустики, исследование эффектов генерации

и поглощения шума в авиационном двигателестроении. В настоящее время

математическое моделирование находит применение в разработке звуко-

поглощающих конструкций реактивных двигателей [2]. Вычислительная

газовая динамика также имеет широкое применение во многих других об-

ластях, в том числе и в инженерных целях, как, например, при разработке

теплообменников и тепловых накопителей энергии, активных и пассивных

систем солнечной энергии. Также следует упомянуть моделирование горе-

ния и течений с химическими реакциями, распространение загрязняющих

веществ [3], прогнозирование погоды и многое другое. Так же в недавнее

время появились такие приложения, как моделирование кровообращения

[4] и процессов микробиологии, моделирование экологических проблем, на-
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пример, влияния деятельности человека на глобальное потепление.

Как известно, прогресс в дальнейших исследованиях и улучшение ис-

пользуемых конструкций не может быть достигнуто без проведения экспе-

риментов. Современный уровень развития техники и технологии и необхо-

димый уровень оптимизации требуют постановки все более многочислен-

ных и сложных экспериментов. Метод физического эксперимента стано-

вится все более сложным и дорогостоящим. В это же время развитие ме-

тодов численного моделирования и вычислительной техники подготовили

базис для формирования нового подхода к экспериментированию в газовой

динамике, а именно методы вычислительного эксперимента. В различных

отраслях промышленности численный эксперимент позволяет моделиро-

вать широкий спектр технологических процессов, а также явлений, связан-

ных с эксплуатацией конечного изделия. В частности, в авиации числен-

ный эксперимент позволяет значительно сократить затраты, к примеру, на

оптимизацию аэродинамических свойств летательного аппарата, посколь-

ку вычислениями заменяется существенная часть дорогостоящих проду-

вок конструкций в аэродинамических трубах, а также летных испытаний.

В качестве примера можно привести применение методов вычислитель-

ной газовой динамики компанией Boeing [5], одним из мировых лидеров в

производстве магистральных пассажирских воздушных судов. В настоящее

время для разработки самолетов Boeing вычислительный эксперимент за-

менил большинство натурных экспериментов в аэродинамических трубах.

В частности, методы вычислительной газовой динамики активно исполь-

зуются при разработке крыла, закрылков, фюзеляжа, салона, сочленения

двигателя с крылом, обтекателя сочленения крыла с фюзеляжем, кормовой
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части, стоек шасси и так далее.

Большой вклад в расширение возможностей вычислительного экс-

перимента внесли бурно развивающиеся многопроцессорные вычислитель-

ные системы. Существует несколько классов многопроцессорных систем.

Наиболее распространенными архитектурами является системы с общей

памятью SMP (Symmetric Multiprocessing - симметричное мультипроцес-

сирование) и системы с распределенной памятью или, другими словами,

массивно-параллельные системы MPP (Massively Parallel Processing). Пер-

вые состоят из нескольких однородных процессоров и массива общей па-

мяти. Все процессоры имеют доступ к любой точке памяти с одинаковой

скоростью. Вторые представляют собой множество вычислительных уз-

лов, объединенных компьютерной сетью и имеющих один или несколько

процессоров и локальную память, недоступную напрямую другим узлам.

Соответственно этим классам существуют технологии параллельного про-

граммирования, существенно различающиеся между собой. Для систем с

общей памятью это, например, интерфейс прикладного программирования

OpenMP. Для систем с распределенной памятью самой распространенной

технологией является интерфейс обмена данными MPI (Message Passing

Interface). В данной работе рассматривается только технология параллель-

ного программирования MPI, поскольку в настоящее время для задач па-

раллельной вычислительной газовой динамики MPI имеет наиболее широ-

кое применение. Это связано с тем, что системы с распределенной памятью,

на которые ориентирована технология MPI, сами по себе имеют более ши-

рокое применение в данной области, чем системы с общей памятью. SMP

системы имеют ряд ограничений: это существенное ограничение по числу
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процессоров, намного более высокая стоимость и низкое соотношение цены

и производительности. В то же время MMP системы намного превосхо-

дят по производительности системы с общей памятью, число процессоров

может достигать десятков тысяч (например BlueGene и Marenostrum про-

изводства IBM или Jaguar производства Cray Inc). Так же широкое распро-

странение MPP обусловлено простотой построения малобюджетного вари-

анта такой системы из обычного офисного компьютерного оборудования,

что позволяет многим исследовательским группам иметь собственный па-

раллельный компьютер. Такой тип систем принято называть Beowulf кла-

стер (http://www.beowulf.org). Помимо того, технология MPI универсальна

- она также может эффективно применяться и на системах с общей памя-

тью.

Быстрый рост производительности многопроцессорных вычислитель-

ных систем привел к новому этапу развития вычислительного эксперимен-

та, а также к проблеме перехода на многопроцессорные системы. Этот пе-

реход связан с адаптацией существующих алгоритмов и последовательных

комплексов программ, рассчитанных на однопроцессорный режим, к па-

раллельным вычислениям, что является достаточно сложной задачей для

многопроцессорным систем в целом, а для систем с распределенной памя-

тью в особенности [6, 7]. К примеру, одной из проблем является баланси-

ровка загрузки, то есть обеспечение равномерной загрузки процессоров при

параллельных вычислениях [8], а также минимизация межпроцессорного

обмена данными, что особенно сложно в случае использования неструк-

турированных сеток и обширных пространственных шаблонов [9]. Метод

геометрического параллелизма, наиболее широко применяемый в задачах
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параллельной вычислительной газовой динамики и также использующий-

ся в данной работе, предполагает разбиение расчетной области на множе-

ство подобластей, соответствующих процессорам. Каждый процессор про-

изводит вычисления для получения решения на узлах своей подобласти. В

этом случае требуется минимизировать объем обмена данными и в тоже

время как можно более равномерно распределить вычисления между про-

цессорами, чтобы максимально сократить время вычислений. Существует

множество последовательных комплексов программ, основанных на явных

численных методах и реализующих эффективные численные алгоритмы,

прошедших верификацию, но устаревших и неприменимых к актуальным

современным задачам из-за ограничений производительности одного про-

цессора. При этом, на разработку подобных комплексов программ в свое

время требовала больших трудозатрат, и было бы нерационально просто

отказываться от их использования. Таким образом, возникает проблема эф-

фективного распараллеливания существующих последовательных кодов,

разработанных без учета специфики параллельных вычислений. При этом,

под эффективностью распараллеливания понимается не только эффектив-

ность вычислений, но и минимизация трудозатрат на разработку парал-

лельной версии. Это сформировало одну из целей данной работы, а именно

разработку и применение технологии распараллеливания последователь-

ных кодов, эффективную как с точки зрения производительности, так и с

точки зрения трудозатрат. Задача становится особенно сложной примени-

тельно к неструктурированным сеткам и обширным неструктурированным

пространственным шаблонам повышенного порядка точности (которые мо-

гут включать в себя неизвестное заранее число узлов). Поэтому для при-
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менения технологии распараллеливания был выбран комплекс программ

Noisette, предназначенный для решения задач газовой динамики и аэро-

акустики, алгоритм которого описан в [10]. Данный комплекс программ

как раз обладает этими осложняющими факторами: Noisette использует

неструктурированные сетки и алгоритмы повышенного порядка точности

со сложными шаблонами [11]. Аэроакустика, основная область применения

Noisette, является сравнительно новым направлением в газовой динамике.

Одно из типичных современных приложений аэроакустики - это снижение

шума авиационных двигателей. Звукопоглощающие конструкции (ЗПК)

резонансного типа широко распространены в авиационном строении для

подавления шума турбореактивных двигателей. ЗПК представляет собой

перфорированную панель, конфигурация и геометрические параметры ко-

торой существенным образом влияют на эффективность поглощения шума.

Для оптимизации параметров ЗПК удобным инструментом может служить

математическое моделирование. Хорошо отлаженная вычислительная сре-

да, обеспечивающая расчеты ЗПК в различных конфигурациях, может рас-

сматриваться как виртуальный экспериментальный стенд, легко адапти-

руемый к широкому диапазону допустимых геометрических параметров и

амплитудно-частотных характеристик входного сигнала, и, соответствен-

но, как эффективное средство в помощь физическому эксперименту при

конструировании ЗПК. Детальное численное моделирование, к тому же,

способствует глубокому пониманию физических механизмов, определяю-

щих звукопоглощение. Математическое моделирование поглощения шума

в ЗПК резонансного типа является типичной задачей нелинейной аэроаку-

стики. Спецификой численного моделирования таких задач является на-
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личие как линейных, так и нелинейных явлений, что требует применения

схем высокого порядка точности. Сложность геометрии и большая разни-

ца в геометрических размерах элементов конструкций (например, соотно-

шение размера канала и горла резонатора) требуют применения неструк-

турированных сеток. Так же для таких задач характерен большой пере-

пад пространственных и временных масштабов наименьших и наибольших

структур течения, что требует подробной пространственной дискретизации

и большого числа шагов по времени. Все перечисленные факторы приво-

дят к большим вычислительным затратам. Поэтому использование высо-

копроизводительных многопроцессорных вычислительных систем особен-

но актуально для такого типа задач. В данной работе приводятся два типа

вычислительных экспериментов по ЗПК, а именно моделирование свойств

ячейки ЗПК в импедансной трубе; а также моделирование потерь энергии

звукового сигнала при его прохождении в дозвуковом течении в канале,

облицованном перфорированными панелями. Задачи носят модельный ха-

рактер, однако могут служить начальным приближением к прямому чис-

ленному моделированию ЗПК. Другой проблемой, которая возникает при

параллельных вычислениях, является необходимость обеспечения масшта-

бируемости используемых алгоритмов на большое число процессоров. Как

известно, эффективность параллельных вычислений начинает резко сни-

жаться, когда число процессоров становится больше некоторого ограниче-

ния, свойственного данному алгоритму или размеру задачи. Это происхо-

дит в частности из-за того, что время, затрачиваемое на обмен данными,

с ростом числа процессоров начинает превосходить время, затрачиваемое

непосредственно на вычисления. Поэтому достичь высокой параллельной
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эффективности представляется достаточно сложной задачей при большом

числе процессоров. Ситуация особенно осложняется в случае моделирова-

ния несжимаемых течений: поскольку скорость звука в несжимаемых тече-

ниях равна бесконечности и возмущения из любой точки мгновенно влияют

на всю расчетную область, требуется передача информации между всеми

процессорами, а не только между соседями по декомпозиции, как в слу-

чае со сжимаемыми течениями. В то же время, необходимость расчетов с

использованием сотен и тысяч процессоров вызвана, к примеру, вычисли-

тельной сложностью моделирования турбулентных течений. Большинство

сложных и интересных с точки зрения приложений газовой динамики тече-

ний являются турбулентными. Для расчета турбулентных течений на осно-

ве прямого численного моделирования DNS (Direct Numerical Simulations)

уравнений Навье-Стокса требуются особенно большие вычислительные за-

траты. Это обусловлено необходимостью очень подробной пространствен-

ной и временной дискретизации. К примеру, согласно широко известным

оценкам, число узлов в трехмерной задаче пропорционально [12], где -

число Рейнольдса. Даже при умеренных числах Рейнольдса вычислитель-

ная стоимость расчета может оказаться настолько большой, что под силу

только самым мощным многопроцессорным системам. Поэтому для инже-

нерных приложений в настоящее используются полуэмпирические модели

турбулентности, например, осредненные уравнения Навье-Стокса RANS

(Reynolds averaged Navier Stokes) [13] или моделирование крупных вих-

рей LES [14, 15], (Large Eddy Simulation), а так же метод отсоединенных

вихрей DES (Detached-Eddy simulation) [16], сочетающий в себе и RANS и

LES.Задачей подобных моделей турбулентности является предсказывание
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осредненных физических величин турбулентного течения без нахождения

решения для всех пространственных и временных масштабов течения.

В случае RANS оператор осреднения применяется к системе уравне-

ний Навье-Стокса и мгновенные значения выражаются в виде суммы сред-

него значения и возмущения. Таким образом, получается система осреднен-

ных по времени уравнений Навье-Стокса, которая содержит дополнитель-

ные члены, решение для которых не может быть найдено без информации

о возмущениях. Для замыкания системы уравнений RANS было предло-

жено множество методов, которые имеют набор параметров, определяе-

мых экспериментально. К сожалению, ни один из этих методов не может

рассматриваться как точная модель для всех течений [17]. Обычно RANS

используется для нахождения установившихся решений, в частности, сред-

него поля течения. И, как правило, RANS применяется в случаях, когда

не требуется высокая точность результата, а необходимо лишь достаточно

грубое качественное сравнение. Таким образом, RANS можно рассматри-

вать как стационарные уравнения Навье-Стокса, дополненные нелинейны-

ми величинами и уравнениями.

Основная идея метода LES - находить решение только для крупно-

масштабных структур течения, а мелкие масштабы, которые не могут быть

разрешены из-за ограничений вычислительных ресурсов, моделируются.

Этот подход основан на пространственной фильтрации уравнений Навье-

Стокса. Модель турбулентности используется для масштабов течения ко-

торые не вычисляются напрямую. Эта модель может быть намного проще

и более универсальной, чем в случае RANS, но к сожалению, в случае LES

также не существует единой модели для всех актуальных задач. Перед тем
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как использовать модель, она должна быть верифицирована эксперимен-

тально для конкретной задачи, что часто бывает проблематично.

В связи со сложностями в получении всей необходимой информации,

которая требуется для разработки и подтверждения модели турбулентно-

сти, часто модели сравниваются с результатами DNS, а не с результатами

эксперимента. Это является одной из основных причин развития методов

DNS, несмотря на пессимистичные прогнозы относительно вычислитель-

ной стоимости. Набор вычислительных экспериментов DNS позволяет по-

строить базис для калибровки моделей RANS, LES и других, при этом

точность DNS в модельных постановках с использованием подробной про-

странственной дискретизации порядка сотен миллионов узлов превосходит

возможности физического эксперимента и измерительных приборов. Кро-

ме того, с учетом бурного роста производительности вычислительных си-

стем, DNS в скором времени может найти более широкое применение для

инженерных задач. Но и в настоящее время DNS используется, например,

для физических исследований, понимания сути явления турбулентности.

[18, 19, 20, 21].

Применение параллельных технологий для моделирования несжима-

емого течения более проблематично, по сравнению со сжимаемыми тече-

ниями. Это объясняется таким физическим свойством несжимаемой жид-

кости, как бесконечная скорость распространения возмущений. Уравнение

Пуассона, к которому приводит уравнение неразрывности, соответствует

этому физическому свойству: оператор Пуассона имеет бесконечную ско-

рость распространения информации в пространстве (то есть на каждом

шаге по времени требуется обмен данными между всеми процессорами,
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что существенно сказывается на параллельной эффективности особенно

при большом числе процессоров). Поэтому эффективное решение уравне-

ния Пуассона на многопроцессорных системах является ключевой пробле-

мой при моделировании несжимаемых течений. Основное внимание в части

работы, посвященной DNS несжимаемых течений, уделено разработке мас-

штабируемого метода для решения уравнения Пуассона.

Также следует отметить, что современные параллельные вычисли-

тельные системы с распределенной памятью существенно различаются

между собой по производительности, числу процессоров, латентности се-

ти и другим параметрам. Поэтому метод, который эффективен на одной

многопроцессорной системе, может оказаться практически неприменимым

на другой. Системы варьируются от малобюджетных кластеров на осно-

ве офисного компьютерного оборудования до суперкомпьютеров с высо-

копроизводительной сетью и тысячами процессоров. Первые имеют очень

высокое соотношение производительности и цены и, благодаря своей низ-

кой стоимости, широко используются. Но вторые имеют гораздо большую

вычислительную мощность, столь необходимую для DNS и LES на подроб-

ных сетках. Наиболее существенными различиями между параллельными

системами с распределенной памятью являются, во-первых, число процес-

соров и, во-вторых, производительность сети. Алгоритмы, которые рабо-

тают эффективно на малобюджетном кластере, могут оказаться неэффек-

тивными на суперкомпьютере из-за проблем масштабирования на большое

число процессоров. И наоборот, эффективные на суперкомпьютерах ал-

горитмы могут иметь неудовлетворительную эффективность на малобюд-

жетном кластере из-за низкой производительности сети, в частности, зна-
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чительно большей латентности. Поэтому требование эффективности ал-

горитма для моделирования несжимаемых течений на различных типах

параллельных систем еще более усложняет задачу. Алгоритм также дол-

жен иметь низкую вычислительную стоимость и широкую область при-

менимости. Большинство из существующих алгоритмов для несжимаемых

течений не удовлетворяет этой совокупности требований. Например, мно-

госеточные методы [22, 23, 24] - одно из наиболее мощных средств для

последовательных вычислений. В них используется иерархический набор

сеток, самая грубая из которых имеет сильно сокращенное число узлов.

Это позволяет эффективно переносить информацию между удаленными

частями расчетной области, что как раз необходимо для уравнения Пуас-

сона. Многосеточный метод выполняет большинство итераций на грубых

сетках, для которых вычислительные затраты очень небольшие. Но это

в случае однопроцессорного режима. В параллельном режиме будет до-

минировать латентность сети, которая приведет к значительно большим

затратам времени чем сами вычисления. Поэтому метод эффективен толь-

ко на системах с низкой латентностью сети и сравнительно небольшим

числом процессоров [25]. Методы Крыловского типа, такие как метод со-

пряженных градиентов или обобщенный метод минимальных невязок [26]

неплохо поддаются распараллеливанию, хотя требуют на каждой итера-

ции несколько обменов данными. Но, во-первых, их эффективность сильно

зависит от используемого предобуславливателя, и, во-вторых, для уравне-

ния Пуассона сложно добиться хорошей сходимости. В настоящее время в

этой области ведутся активные исследования [27, 28, 29, 30]. В частности,

в [27] предлагается алгоритм для моделирования течения вязкой несжи-
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маемой жидкости, в котором для решения уравнения Пуассона использу-

ется метод сопряженных градиентов с предобуславливателем MICCG(0).

Но данный алгоритм, во-первых, более подходит для стационарных задач

и, во-вторых, эффективен только на сравнительно небольшом числе про-

цессоров. Метод быстрого преобразования Фурье (БПФ) [31], применен-

ный сразу по нескольким осям имеет низкую вычислительную стоимость

порядка O(N log(N)), но он также имеет существенные ограничения. При-

менение БПФ требует равномерного шага сетки и исключает возможность

постановки препятствий в потоке. Поэтому такой метод применим только

для простейших модельных постановок, как, например, течение в канале (в

этом случае БПФ применяется по двум осям, по которым используются пе-

риодические граничные условия) или каноническое турбулентное течение

(БПФ по трем осям, все граничные условия периодические) [19]. Таким

образом, сформировалась еще одна цель данной работы, а именно построе-

ние гибкого и масштабируемого метода для решения уравнения Пуассона,

эффективного как на малобюджетных кластерах, так и на суперкомпью-

терах. В качестве исходного базиса были взяты работы [32, 33, 34]. В

частности, в [34] предложен прямой алгоритм для дискретного уравнения

Пуассона высокого порядка аппроксимации. Он основан на сочетании БПФ

(Быстрое Преобразование Фурье) метода и метода дополнений Шура и

имеет хорошую производительность на малобюджетных кластерах с отно-

сительно небольшим (20-30) числом процессоров и большой латентностью

сети. Этому методу необходим только один обмен данными для решения

уравнения Пуассона. Следует отметить, что БПФ используется только по

одному направлению, что существенно расширяет область применимости.
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А именно, возможно сгущение шага сетки по двум осям для разрешения

пограничных слоев, а также возможно помещение в течение препятствий.

Но метод также имеет специфические ограничения, в частности, связан-

ные с размером требуемой памяти и объемом обмена данными, которые

растут достаточно быстро как с числом процессоров, так и с числом уз-

лов сетки. Это существенно ограничивает масштабирование, особенно для

схем высокого порядка аппроксимации. Поэтому метод, имея хорошую про-

изводительность на небольших малобюджетных кластерах, с ростом числа

процессоров быстро теряет эффективность, из-за чего практически не при-

меним на суперкомпьютерах. Целью данной работы является расширение

возможностей метода [34], условно обозначаемого далее как метод Фурье-

Шура, для применения на суперкомпьютерах, используя сотни и тысячи

процессоров. Значительное лучшее масштабирование метода основано на

сочетании прямого метода Фурье-Шура с итерационным методом на ос-

нове подпространств Крылова, а именно методом сопряженных градиен-

тов. Этот метод будет далее условно обозначен как метод Крылова-Фурье-

Шура. Новый хорошо масштабируемый и гибкий метод, описанный в дан-

ной работе, может эффективно использоваться как на системах с высоко-

производительной сетью и большим числом процессоров, так и на мало-

бюджетных системах с сетью большой латентности. Продемонстрирована

высокая параллельная эффективность метода с использованием до тысячи

процессоров суперкомпьютера Маренострум Берселонского Суперкомпью-

терного Центра. Описано применение метода для крупномасштабного DNS

с использованием сетки с числом узлов более 108. Данный расчет является

на момент завершения самым крупным в мире для данного класса задач.
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При этом используется спектрально-согласованная разностная схема 4-го

порядка, описанная в [35, 36, 37].

Далее приводится краткое содержание работы по главам. Первая

глава диссертации посвящена проблеме распараллеливания последова-

тельного комплекса программ для расчета задач газовой динамики и аэро-

акустики, основанного на явных высокоточных алгоритмах с использова-

нием неструктурированных сеток. Технология распараллеливания проде-

монстрирована на примере комплекса программ Noisette, который облада-

ет основными осложняющими факторами, такими как повышенный поря-

док аппроксимации и обширный неструктурированный пространственный

шаблон разностной схемы. Предлагаются несколько основных идей для су-

щественного увеличения параллельной производительности. Представлен-

ная технология распараллеливания позволяет разработчикам последова-

тельного комплекса программ с минимальными трудозатратами получить

параллельную версию, обладающую высокой параллельной эффективно-

стью. При этом, от разработчиков не требуется глубоких знаний в области

параллельных вычислений.

Во второй главе приводятся основные вычислительные экспери-

менты по моделированию звукопоглощающих конструкций, выполненные

с использованием параллельной версии Noisette, разработанной по техно-

логии, описанной в первой главе. Группа 2D и 3D модельных задач вос-

производит условия физического эксперимента в импедансной трубе и в

канале с вмонтированными в стенки резонаторами. Эти задачи посвяще-

ны изучению звукопоглощающих свойств резонатора и механизма потери

акустической энергии.
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Третья глава посвящена эффективному решению уравнения Пуас-

сона при моделировании несжимаемых течений на параллельных систе-

мах различных масштабов. В этой главе предложен метод, основанный на

сочетании метода Фурье-Шура с итерационным методом крыловского ти-

па. Новый метод Крылова-Фурье-Шура имеет такие важные преимущества

как хорошая масштабируемость и гибкость. В данной главе показан способ

адаптации метода к различному числу процессоров и к сетям различной

латентности. Продемонстрирована высокая параллельная эффективность

как на малобюджетных кластерах, так и на суперкомпьютере Маренострум

Барселонского суперкомпьютерного центра.

В четвертой главе приводятся описание крупномасштабного пря-

мого численного моделирования, а именно DNS турбулентного течения при

естественной конвекции от воздействия выталкивающих сил. Расчет вы-

полнен с использованием численного метода, в основе которого описан-

ный в данной работе метод Крылова-Фурье-Шура. Рассматривается тече-

ние несжимаемой жидкости в закрытой каверне с разными температурами

на двух противоположных вертикальных стенках.

В заключении приведены основные результаты диссертации.

Цели и задачи диссертационной работы:

1. Разработка эффективной технологии распараллеливания последова-

тельных комплексов программ для решения задач газовой и аэроаку-

стики на основе явных алгоритмов повышенного порядка точности и

неструктурированных сеток.

2. Применение технологии распараллеливания для разработки парал-
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лельного комплекса программ на основе последовательного кода.

3. Проведение при помощи разработанного параллельного программно-

го комплекса расчетов двумерных и трехмерных задач газовой дина-

мики и аэроакустики.

4. Разработка на основе ранее известного метода Фурье-Шура для ре-

шения уравнения Пуассона на малобюджетных параллельных систе-

мах с небольшим числом процессоров нового масштабируемого мето-

да повышенного порядка точности, который может эффективно при-

меняться на суперкомпьютерах с использованием до тысячи процес-

соров.

5. Проведение при помощи нового метода для решения уравнения Пуас-

сона крупномасштабного прямого численного моделирования. Дости-

жение высокой эффективности на числе процессоров не менее 512 и

обеспечить возможность использовать сетки с числом узлов не менее

108 при условии применения схемы повышенного порядка аппрокси-

мации (не ниже 4-го).

Достоверность результатов

Разработанный параллельный комплекс программ надежно верифициро-

ван путем сравнения на совпадение результатов параллельной и исходной

последовательной версий. При этом исходная последовательная версия бы-

ла ранее подробно верифицирована на серии широко известных тестовых

задач. Эффективность параллельных вычислений подтверждается сери-

ей тестов на параллельную производительность и эффективность, выпол-

ненных на различных многопроцессорных системах. Масштабируемый па-
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раллельный метод Крылова-Фурье-Шура для уравнения Пуассона обес-

печивает требуемую заданную точность решения, которая автоматически

контролируется в расчетах путем явного вычисления невязки. При этом

данный метод применяется в составе комплекса программ, который вери-

фицирован ранее на основе широко известного метода MMS (Method of

Manufactured Solutions) [38], а также путем сравнения с результатами дру-

гих авторов. Параллельная эффективность подтверждается серией тестов,

выполненных на различных вычислительных системах при варьировании

числа процессоров в широком диапазоне до 1024 включительно.

Основные положения диссертации, выносимые на защиту

1. Технология распараллеливания комплекса программ, основанного

на явных высокоточных алгоритмах, использующих обширный про-

странственный шаблон и неструктурированные сетки.

2. Параллельный комплекс программ SuperNoisette 2D/3D для расчетов

двухмерных и трехмерных задач газовой динамики и аэроакустики.

3. Результаты серии вычислительных экспериментов по звукопоглоща-

ющим конструкциям (ЗПК)

4. Масштабируемый метод Крылова-Фурье-Шура для решения уравне-

ния Пуассона на различных параллельных системах от малобюджет-

ных кластеров до суперкомпьютеров

5. Крупномасштабное прямое численное моделирование турбулентного

течения при естественной конвекции в закрытой каверне
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1. Технология распараллеливания высокоточных

алгоритмов для моделирования вязких сжимаемых

течений

1.1. Математическая основа комплекса программ NOISETTE

1.1.1. Математические модели

В комплексе программ NOISETTE реализован класс моделей аэро-

акустики, построенных на основе уравнений Навье-Стокса (Н-С) [39].

В данное семейство входят три основные модели: первая- линейная,

описываемая линеаризованными уравнениями Н-С; вторая - нелинейная

для пульсационных компонент течения, описываемая различными фор-

мами NLDE (NonLinear Disturbance Equations) уравнений [40]; третья

- нелинейная для всего течения, описываемая полными уравнениями

Н-С. В NOISETTE предусмотрено также введение членов, реализующих

действие молекулярной вязкости и теплопроводности, в рамках моделей

на основе уравнений Навье-Стокса и их линейных аналогов. В общем виде

все модели семейства Н-С могут быть представлены в форме матричных

уравнений вида (1.1-1.3) .
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Полная система уравнений Навье-Стокса

∂Q

∂t
+

∂F(Q)

∂x
+

∂G(Q)

∂y
+

∂H(Q)

∂z
=

1

Re

(
∂Fν(Q)

∂x
+

∂Gν(Q)

∂y
+

∂Hν(Q)

∂z

)
,

(1.1)

где Q = (ρ, u, v, w, E)T - вектор полных консервативных переменных,

F,G,H,Fν,Gν,Hν – конвективные и вязкие потоки соответственно.

Система уравнений NLDE

∂Q′

∂t
+

∂
(
F(Q + Q′)− F(Q)

)

∂x
+ (1.2)

∂
(
G(Q + Q′)−G(Q)

)

∂y
+

∂
(
H(Q + Q′)−H(Q)

)

∂z
=

1

Re

(
∂Fν(Q

′)
∂x

+
∂Gν(Q

′)
∂y

+
∂Hν(Q

′)
∂z

)
+ S,

где S = −
[
∂Q

∂t
+

∂F(Q)

∂x
+

∂G(Q)

∂y
+

∂H(Q)

∂z
− ∂Fν(Q)

∂x
− ∂Gν(Q)

∂y
− ∂Hν(Q)

∂z

]
,

а вектор Q разложен на среднее и пульсационное составляющие Q = Q+Q′

[41].

Система линеаризованных уравнений Н-С

∂Q′

∂t
+

∂AxQ
′

∂x
+

∂AyQ
′

∂y
+

∂AzQ
′

∂z
=

∂Fν(Q
′)

∂x
+

∂Gν(Q
′)

∂y
+

∂Hν(Q
′)

∂z
+S, (1.3)

где Ax = Ax

(
Q

)
, Ay = Ay

(
Q

)
и Az = Az

(
Q

)
являются стандартными

матрицами Якобиана.

Каждая система уравнений (1.1-1.3) замыкается соответствующим

уравнением состояния идеального газа на основе закона p = ρε(γ − 1), где

γ - показатель адиабаты. Более подробно описание моделей приводится в

[41]. Следует отметить, что базовые численные алгоритмы, используемые

в комплексе NOISETTE, разрабатывались в виде, применимом для всех

моделей данного класса.
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1.1.2. Базовая численная схема

В рамках конечно-объемного подхода схема для численного решения

какой-либо из систем уравнений (1.1-1.3) может быть представлена в виде

полудискретной аппроксимации:

∂Qi

∂t
+

1

|Ci|
∑

j∈Ωi

Φij = 0 (1.4)

где Qi - основная газодинамическая переменная модели, Φij - поток через

грань контрольного объема вокруг узла i между сеточными узлами i и j, Ωi

- множество узлов, соседних к узлу i, |Ci| - площадь контрольного объема

вокруг узла i. Типы контрольных объемов, используемых в NOISETTE,

представлены на рисунке 1.1. При таком представлении уравнение (1.5)

является обыкновенным дифференциальным и для его интегрирования в

NOISETTE используется явный метод Рунге-Кутты четвертого порядка

точности по времени для нелинейных моделей и линейный аналог метода

Рунге-Кутты произвольно высокого порядка точности для линейных моде-

лей.

Рис. 1.1. Разные типы используемых контрольных объемов (барицентриче-

ские - слева, медианные - справа) для структурированных и неструктури-

рованных треугольных сеток

Точность аппроксимации по пространству определяется точностью

определения потока Φij через грань контрольной ячейки.
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1.1.3. Вычисление потока через грань контрольного объема

Более подробно со схемой высокого порядка точности, реализованной

в комплексе NOISETTE, можно ознакомиться в [42], [43],[44]. Здесь следует

отметить, что для аппроксимации потока через грань контрольного объема

с повышенным порядком точности (до четвертого порядка включительно)

используется базовый шаблон, представленный на рисунке 1.2. Базовый

шаблон в двухмерном случае состоит из 6 сеточных узлов {i, m, n, j, r, s},

являющихся вершинами "противопоточных"треугольников. В трехмерном

случае базовый шаблон состоит из 8 сеточных узлов {i, l, m, n, j, q, r, s},

являющихся вершинами "противопоточных"тетраэдров.

Рис. 1.2. Базовый шаблон пространственной аппроксимации: 2D слева, 3D

- справа

Аппроксимация потока с высоким порядком точности (до шестого

включительно) реализуется на расширенном шаблоне, представленном для

двухмерного случая на рисунке 1.3. Помимо точек базового шаблона он

включает в себя все узлы, соседние к узлам {i, m, n, j, s, r} в 2D случае

и к узлам {i, l, m, n, j, q, r, s} в 3D случае. Точное количество точек рас-

ширенного шаблона заранее неизвестно, причем для разных граней ij оно,

вообще говоря, разное. Появление в расширенном шаблоне дополнитель-

ных узлов связано с необходимостью вычисления во всех узлах базового



30

шаблона так называемых узловых градиентов ∇F,∇G и в 3D случае ∇H,

которые определяются путем суммирования по всем треугольникам (тет-

раэдрам в 3D случае), содержащим "базовый"узел в качестве вершины.

Например, узловой градиент ∇F в точке i вычисляется по формуле

(∇F)i =
1

|Ci|
∑

j∈Ωi


|Cij|

6

∑

k∈Tj

Fkϕk


 (1.5)

где
∑

k∈Tj
Fkϕk - конечно-объемный градиент на тетраэдре (треугольнике

в 2D случае) Tj, а Cij - объем кусочка j-го тетраэдра (площадь кусочка j-го

треугольника в 2D случае) из опирающихся на узел i, общего с контроль-

ным объемом узла i.

Рис. 1.3. Расширенный шаблон пространственной аппроксимации в двух-

мерном случае

1.2. Адаптация к параллельным вычислениям

Задача распараллеливания - это адаптация существующего последо-

вательного комплекса программ для применения на многопроцессорных

вычислительных системах. Распараллеливание комплексов последователь-

ных программ должно удовлетворять ряду требований. Целесообразность
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разработки параллельных программ на основе имеющихся последователь-

ных требует жесткого ограничения на трудозатраты, а именно трудозатра-

ты на распараллеливание должны быть существенно меньше трудозатрат

на разработку и тестирование нового комплекса параллельных программ,

реализующего те же численные алгоритмы. Естественным требованием яв-

ляется также требование максимизации эффективности параллельных вы-

числений. При этом, эффективность не должна быть существенно меньше

той, которая могла бы быть достигнута при разработке аналогичного ком-

плекса программ, при условии разработки его изначально как параллель-

ного. Отличия параллельной версии от последовательной должны быть

минимизированы, чтобы не создавать сложностей в работе с программой

пользователям, не являющихся специалистами в области параллельных

вычислений. С этой целью предлагается дополнительные параллельные

программы-утилиты встраивать в комплекс программ на основе принци-

па модульности. Работу по распараллеливанию предлагается разделять на

следующие основные этапы:

1. подготовка инфраструктуры (т.е. дополнительных программных мо-

дулей и внешних программ), которая будет обеспечивать: автомати-

ческую подготовку сетки для параллельных расчетов; построение схе-

мы пересылки данных; параллельный вывод информации и сборку

данных;

2. модификация кода: реализация в коде пакета дополнительных струк-

тур данных; модификация расчетных циклов; реализация функций

обмена данными; внесение других необходимых изменений;
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3. Верификация параллельного кода, а именно тестирование параллель-

ной версии на совпадение результатов вычислений с результатами ис-

ходной, последовательной, версии.

Далее в работе подробно рассматриваются все этапы распараллелива-

ния на примере разработки параллельной версии комплекса программ

NOISETTE.

1.3. Инфраструктура для параллельных вычислений

1.3.1. Подготовка сетки для параллельных расчетов

Для параллельной работы процессоров при использовании метода

геометрического параллелизма необходима декомпозиция сетки на подоб-

ласти и определение узлов, участвующих в пересылке. Каждому процессо-

ру соответствует своя подобласть. Для расчетов по подобласти процессору

требуются данные из приграничных узлов соседних подобластей, т.к. шаб-

лон разностной схемы затрагивает эти узлы. Таким образом, подготовка

сетки состоит из двух этапов: разбиения сетки и определение узлов, участ-

вующих в пересылке. Разбиение сетки - это определение для каждого узла

сетки, к какой подобласти он принадлежит. Разбиение должно быть макси-

мально сбалансированным, чтобы на каждый процессор приходилась оди-

наковая вычислительная нагрузка. В противном случае будут возникать

простои процессоров, что приведет к падению производительности. Для

уменьшения времени на межпроцессорный обмен данными, требуется ми-

нимизировать число узлов, участвующих в пересылке. Количество таких

узлов прямо пропорционально протяженности границ, разделяющих об-
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ласть на подобласти. Таким образом, длина границ между подобластями

должна быть минимизирована. Задача оптимального разбиения является

отдельной достаточно сложной проблемой и в работе не рассматривает-

ся. Для разбиения сетки могут использоваться внешние средства деком-

позиции, например, широко известное программное обеспечение Metis. В

данном случае использовалась программа, выполненная Сергеем Болды-

ревым [45]. Эта программа выполняет разбиение сетки с вышеуказанной

оптимизацией.

1.3.2. Построение и оптимизация схемы пересылки данных

Для расчета по подобласти требуются значения некоторых величин

в узлах, принадлежащих соседним подобластям, причем структура пере-

сылки зависит от используемой разностной схемы. Перед началом вычис-

лений нужно определить для каждой подобласти, какие узлы из соседних

подобластей понадобятся для расчета. Также надо определить какие уз-

лы подобласти понадобятся соседним подобластям. Для определения уз-

лов, участвующих в пересылке, используется представление неструктури-

рованной сетки в виде графа. Если разностная схема использует обшир-

ный шаблон, то потребуются не только узлы, лежащие на границе между

подобластями, но и узлы, находящиеся рядом с границей на некотором рас-

стоянии. Узел принадлежит границе между подобластями, если он имеет

соединение ребром с узлом из другой подобласти. Под расстоянием до гра-

ницы понимается длина кратчайшего пути от узла подобласти до узла,

принадлежащего границе между подобластями. Длина пути равна коли-

честву ребер, составляющих путь. В первую очередь, по шаблону схемы
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определяется расстояние от границы между подобластями, в пределах ко-

торого узлы участвуют в обмене данными. Оптимизация схемы пересыл-

ки заключается в минимизации этого расстояния. Шаблон схемы высоко-

го порядка состоит из большого числа узлов, но не обязательно все узлы

шаблона должны участвовать в обмене данными. Не должны участвовать

в пересылке узлы, которые используются в шаблоне только в групповых

операциях, таких как суммирование, поиск минимума, максимума, сред-

него и т.д. Например, в случае схемы, реализованной в NOISETTE, часть

узлов в шаблоне используется только для вычисления узловых градиентов.

Выберем узел, составляющий один из "противопоточных"треугольников

ребра, соединяющего узлы из разных подобластей. Этот узел участвует в

обмене данными, то есть значения из этого узла используется для вычис-

лений соседней подобластью. Чтобы вычислить узловой градиент в этом

узле, необходимо просуммировать определенные значения из соседних уз-

лов. Поэтому и узлы, соседние с выбранным узлом должны были бы также

участвовать в пересылке. Но на самом деле нам не требуется передавать

соседям значения из этих узлов, а достаточно передать лишь само значе-

ние суммы, которое соответствует выбранному узлу. Таким образом, тре-

буемое расстояние уменьшается на единицу, и из пересылки исключается

большое количество узлов и существенно сокращается объем обмена дан-

ными. Для примера на Рис. 1.4 показана неструктурированная двухмерная

сетка на треугольниках. Белой линией обозначена граница, разделяющая

подобласти. Штриховкой обозначена область, в которой находятся узлы,

участвующие в пересылке. Стрелками показано направление пересылки.

В шаблоне схемы пунктирной линией очерчены узлы, необходимые для
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вычисления узловых градиентов в точках шаблона, очерченных толстой

черной линией. Узлы, очерченные пунктиром, в пересылке не участвуют.

Рассмотрим шаблон разностной схемы, используемой в NOISETTE (Рис.

1.4). Чтобы определить узлы для пересылки, рассмотрим ребро, соединя-

ющее узлы из разных подобластей. Например, в случае NOISETTE, для

расчета потока через ребро требуются соседние узлы, составляющие "про-

тивопоточные"треугольники с каждой стороны ребра. Таким образом, из

соседней подобласти требуются узлы, удаленные от границы на расстоя-

ние 1. Для расчета узловых градиентов в этих узлах требуются соседние с

ними узлы. То есть требуются узлы, удаленные от границы на расстояние

2. Но т.к. эти узлы используются только в групповой операции - сумми-

ровании, то они не включаются в пересылку, а передается только сумма,

соответствующая узлам, удаленным от границы на расстоянии до 1. Таким

образом, в обмене данными участвуют только узлы, удаленные от грани-

цы между подобластями на расстояние до 1 включительно, то есть узлы,

принадлежащие границе между подобластями и все соседние с ними узлы.

Для определения узлов, участвующих в пересылке, была создана отдель-

ная программа. Преимущество реализации построения пересылки в виде

отдельной программы, помимо того что не затрагивается исходный код вы-

числительной части комплекса программ, состоит в том, что эту программу

без каких либо изменений можно использовать в составе других параллель-

ных пакетов. В программе используется представление сетки в виде графа

и рекурсивный алгоритм для маркировки граничных узлов, удаленных от

границы между подобластями до требуемого расстояния. Эта программа

получает на вход файл разбиения - результат работы программы разби-



36

Рис. 1.4. Схема обмена данными в NOISETTE

ения, описанной в предыдущем пункте, а также расстояние до границы

между подобластями, в пределах которого узлы участвуют в пересылке.

На выходе - файл, содержащий для каждого узла список процессоров, ко-

торые используют этот узел. Этот файл далее используется параллельной

версией исследовательского пакета Noisette, и будет далее называться ком-

муникационным файлом.

Файл имеет простейшую структуру, показанную на Рис. 1.5. Для каж-

дого узла сетки последовательно записаны группы чисел: Первое число

NPj - число процессоров, использующих j-й узел, j = 1, .., N , N - число

узлов в сетке. После этого следуют NPj + 1 чисел. Первое из них - но-

мер подобласти, которой принадлежит узел. Далее идут номера соседних

подобластей, которые используют этот узел.
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Рис. 1.5. Структура коммуникационного файла

1.3.3. Параллельный вывод результата и сборка данных

В исходной однопроцессорной версии Noisette результаты вычисле-

ний выводятся в набор файлов различных форматов: бинарные, текстовые,

файлы Tecplot. В параллельной версии каждый процесс выводит в файлы

данные только для своей подобласти. Поэтому имена файлов имеют фор-

мат: <имя файла в исходной версии>.<номер процессора> Таким обра-

зом, вывод файлов происходит корректно как на системах с раздельной

файловой системой, так и на системах с общей сетевой файловой систе-

мой. Каждому файлу результата в исходной версии соответствует набор

файлов в параллельной версии. Число этих файлов равно числу использу-

емых процессоров. Требуется сборка файлов результата, соответствующих

подобластям, в один файл с данными по всей области, эквивалентный фай-
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лу исходной версии. Для этой цели была создана специальная программа

сборки результата, а также были внесены некоторые изменения в функции

записи файлов в Noisette.

Чтобы упростить сборку, в файлы результатов добавляется инфор-

мация о позиции записи в собранном файле. Если в файле для каждого

узла хранится набор каких-то значений, то к этому набору добавляется

еще одно число - глобальный номер этого узла.

Программа сборки результата принимает на вход файлы, полученные

со всех процессоров. Результат работы программы сборки - набор файлов,

эквивалентный тому, который был бы получен при расчетах на одном про-

цессоре. Программа работает следующим образом: последовательно обра-

батывается каждая группа файлов, соответствующая одному файлу ре-

зультата. Данные из файлов загружаются в память и записываются в объ-

единенный файл в порядке следования узлов в глобальной нумерации.

Сборка требуется также для восстановления расчета. Например, при

расчетах на N процессорах был записан промежуточный результат. Требу-

ется продолжить расчет, но уже на M процессорах. Для этого необходима

сборка файлов промежуточного результата. При запуске программы на M

процессорах, данные для восстановления счета считываются из собранных

файлов, соответствующих всей области. При этом каждый процессор счи-

тывает свой фрагмент из общего файла.
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1.4. Модификация вычислительной части пакета программ

1.4.1. Наложение вычислений

На этапе обработки сетки внешней программой или дополнительным

программным модулем определена принадлежность узлов подобластям. На

основе этой информации необходимо определить принадлежность подобла-

стям других элементов сетки. В двухмерном случае эти элементы - ребра

и треугольники, в трехмерном - ребра, поверхностные треугольники и тет-

раэдры. Для повышения эффективности распараллеливания, принадлеж-

ность в двухмерном определяется следующим образом: каждый из этих

элементов принадлежит подобласти, если хотя бы один его узел принадле-

жит подобласти.

Таким образом, ребро, треугольник или тетраэдр могут принадле-

жать одновременно более чем одной подобласти. Несмотря на то, что это

приводит к некоторому наложению вычислений, т.е. более одного процес-

сора производят вычисления по одному и тому же элементу, это избавля-

ет от необходимости пересылки большого количества различных величин.

Так, полностью отпадает необходимость пересылки данных, соответству-

ющих тетраэдрам, треугольниками и ребрами. В зависимости от обширно-

сти шаблона, принадлежность ребер и треугольников может определяться

и с большим наложением вычислений. Большинство вычислительных цик-

лов по узлам в параллельной версии NOISETTE также включают узлы из

соседних подобластей, которые используются для вычислений по данной

подобласти, и это наиболее существенно сокращает объем пересылки.

Если значение какой-то величины в узле вычисляется в цикле по уз-
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лам, то гораздо эффективнее расширить цикл по узлам, включив в него

узлы из соседних подобластей, участвующие в обмене данными. То есть

процессор, вместо того, чтобы запрашивать данные по этим узлам у со-

седнего процессора, сам производит вычисления и находит необходимые

значения в узлах из соседних подобластей. Таким образом, наложение вы-

числений происходит как по ребрам, треугольникам, и тетраэдрам в трех-

мерном случае, так и по узлам, многократно сокращая объем пересылки.

Рассмотрим подробнее наложение вычислений по узлам. Пусть NT -

число узлов, участвующих в пересылке, которое совпадает с числом узлов,

участвующих в дополнительных вычислениях. N - общее число узлов в сет-

ке. Объем дополнительных вычислений при условии NT << N незначите-

лен по сравнению с объемом вычислений по всей подобласти, а по затрате

времени может быть значительно выгоднее пересылки данных, от которой

он избавляет. Кроме существенного сокращения объемов пересылки, такой

подход значительно упрощает схему обмена данными и всю процедуру рас-

параллеливания. Также минимизируются отличия между параллельной и

исходной версиями.

Пусть τc - время вычислений, затрачиваемое на один узел, τe- время,

затрачиваемое на передачу одного вещественного числа (без учета времени

на инициализацию операции обмена данными), τi - время, затрачиваемое на

инициализацию операции обмена данными, NT - число узлов, участвующих

в пересылке, k - число массивов по узлам, участвующих в пересылке, ne

- число операций обмена данными Время, затрачиваемое на пересылку, в

случае отсутствия наложение вычислений, будет следующим:

T = τekNT + τine
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Если использовать наложение вычислений по NT узлам, то время, затра-

чиваемое на наложение вычислений и пересылку, будет равно:

T = τcNT + τekNT + τine

Условие эффективности наложения вычислений: T < T Если пренебречь

затратами времени на инициализацию обмена, получим условие эффектив-

ности наложения вычислений в следующем виде:

τcNT + τekNT < τekNT

которое эквивалентно

τc < τe(k − k)

Где (k − k) - количество массивов, которые исключаются из пересылки.

Из этого условия видно, что если скорость обмена данными очень высо-

кая, как, например, на многопроцессорных системах с общей памятью,

то дополнительные вычисления могут оказаться не выгоднее пересылки.

Поэтому, если комплекс программ предполагается использовать только на

системах с общей памятью, единственным весомым аргументом в пользу

наложения вычислений остается упрощение распараллеливания. Дополни-

тельные вычисления не будут выгодны в тех редких случаях, когда их

объем достаточно большой, а объем пересылки, от которой они избавляют,

незначителен. Высокая эффективность наложения вычислений в случае с

NOISETTE была подтверждена тестированием на различных параллель-

ных системах. Результаты тестирования приведены далее в работе.
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1.4.2. Дополнительные структуры данных для параллельных

вычислений

В последовательном коде Noisette используются следующие типы

массивов:

1. Массивы по узлам.

Число элементов этого массива равно числу узлов. Номер элемента

массива равен номеру узла в сетке.

2. Массивы по ребрам.

Число элементов массива равно числу ребер. Номер элемента массива

равен номеру ребра в сетке.

3. Массивы по треугольникам (В трехмерном случае - поверхностным

треугольникам).

Число элементов массива равно числу треугольников. Номер элемен-

та массива равен номеру треугольника в сетке.

4. Массивы по тетраэдрам (в трехмерном случае).

Число элементов массива равно числу тетраэдров. Номер элемента

массива равен номеру тетраэдра в сетке.

5. Массивы по определенному набору узлов.

Число элементов массива равно числу узлов в наборе. Пример такого

набора - граничные узлы определенного типа, массивы контрольных

точек или другие дополнительные массивы. Соответствие между но-

мером узла сетки и номером элемента массива устанавливается соот-

ветствующим этому массиву индексным массивом.
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6. Индексные массивы.

Эти массивы используются в паре с массивами по наборам узлов. Но-

мер элемента массива соответствует номеру узла в соответствующем

наборе. Значение элемента массива равно номеру этого узла в сетке.

В отличие от последовательной версии, в структуре данных присут-

ствуют дополнительные массивы - массивы перенумерации, которые со-

ставляют основу функционирования параллельной версии. Для расчета на

многопроцессорной системе, исходная сетка разбивается на подобласти, и

каждый процессор производит вычисления для узлов своей подобласти.

Для расчета по своей подобласти каждому процессору требуются значе-

ния некоторых величин в узлах, принадлежащих соседним подобластям.

Назовем расширенной подобластью множество узлов, необходимых процес-

сору для расчета по узлам своей подобласти. В расширенную подобласть

кроме узлов подобласти будут входить также приграничные узлы из сосед-

них подобластей, необходимые для расчета по подобласти. Таким образом,

определены три набора узлов:

1. Все узлы сетки

2. Узлы подобласти

3. Узлы расширенной подобласти

Эти наборы узлов удовлетворяют условию:

Любой узел из подобласти принадлежит расширенной подобласти.

Любой узел из расширенной подобласти принадлежит всей области.

Соответственно вводятся три типа нумерации узлов:
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1. Глобальная нумерация

Номер узла - порядковый номер узла в исходной сетке. Эта нумерация

используется для сборки результата.

2. Локальная нумерация

Номер узла - порядковый номер узла в подобласти. Эта нумерация

используется только для операций суммирования по узлам.

3. Локальная расширенная нумерация

Номер узла - порядковый номер узла в расширенной подобласти. Это

основная нумерация, которая используется в большинстве вычисли-

тельных циклов.

Аналогичная нумерация вводится также других элементов сетки - ребер,

треугольников и тетраэдров:

1. Локальная нумерация

Элемент принадлежит подобласти, если хотя бы один его узел при-

надлежит подобласти. Номер элемента - порядковый номер в подоб-

ласти.

2. Расширенная локальная нумерация

Элемент принадлежит расширенной подобласти, если все его узлы

принадлежат расширенной подобласти. Номер элемента - порядко-

вый номер в расширенной подобласти.

Для ребер, треугольников и тетраэдров глобальная нумерация не исполь-

зуется. Для описанных выше нумераций узлов вводятся соответствующие

массивы перенумерации:
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• LocalGlobal : Локальная нумерация → Глобальная нумерация

• GlobalLocal : Глобальная нумерация → Локальная нумерация

• LocalLocalExt : Локальная нумерация→ Локальная расширенная ну-

мерация

• LocalExtLocal : Локальная расширенная нумерация→ Локальная ну-

мерация

• LocalExtGlobal :Локальная расширенная нумерация →Глобальная

нумерация

• GlobalLocalExt : Глобальная нумерация → Локальная расширенная

нумерация

Номер элемента массива перенумерации соответствует номеру узла в

первой нумерации. Значение этого элемента массива перенумерации соот-

ветствует номеру узла во второй нумерации. Если узла не существует во

второй нумерации, значение элемента массива должно быть меньше ноля.

Например, при перенумерации из глобальной нумерации в локальную, все

элементы массива перенумерации, соответствующие узлам, не принадле-

жащим подобласти, будут иметь значение меньше ноля. На Рис. 1.6 изоб-

ражена схема действия массивов перенумерации.

Для нумераций ребер также используется массив переиндексации

LocalEdges : Локальная расширенная нумерация→ Локальная нумерация.

Перенумерация ребер в обратную сторону в данном случае не использует-

ся. Не используется также перенумерация для треугольников и тетраэдров,



46

Ìàññèâ âñåõ óçëîâ ñåòêè

Ñõåìà ïåðåíóìåðàöèè

Ìàññèâ óçëîâ
ðàñøèðåííîé ïîäîáëàñòè

Ìàññèâ óçëîâ ïîäîáëàñòè

LocalExtG
lobal

GlobalLocalExt

GlobalLocal

LocalGlobalLocalLocalExt

LocalExtLocal

Рис. 1.6. Схема перенумерации массивов по узлам

поскольку в данном случае используется только одна нумерация - локаль-

ная расширенная.

Основные массивы с данными в исходной версии имели следующие

размеры:

• Массивы по узлам: 1..N, где N - число узлов в сетке.

• Массивы по ребрам: 1..NS, где NS - число ребер в сетке. "

• Массивы по треугольникам в 2D и по тетраэдрам в 3D случае: 1..NT,

где NT - число треугольников/тетраэдров в сетке.

• Массивы по поверхностным треугольникам (только в 3D случае):

1..NTr, где NTr - число поверхностных треугольников в сетке.
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В параллельной версии размеры основных массивов сужаются до рас-

ширенной подобласти (для минимизации отличий используются те же

обозначения):

N - число узлов в расширенной подобласти

NS - число ребер в расширенной подобласти.

NT - число треугольников/тетраэдров в расширенной подобласти.

NTr - число поверхностных треугольников в расширенной подобласти.

Остальным типам нумерации соответствуют следующие диапазоны:

Локальная нумерация узлов: 1,..,Nloc где Nloc - число узлов в подобласти;

Глобальная по узлам: 1,..,Nglob, где Nglob - число узлов во всей сетке;

Локальная нумерация ребер: 1,..,NSloc, где NSloc - число ребер в локальной

нумерации.

При такой структуре, подавляющее большинство вычислительных

циклов вообще не требует внесения изменений. Таким образом, ми-

нимизируются отличия между параллельной и исходной версиями. Циклы

по всей области автоматически становятся циклами по расширенной

подобласти. Требуют модификации только некоторые циклы, связанные

с глобальными операциями по всей области, такими как вычисление

суммы, среднего и т.д. Такие циклы должны быть сужены до подобласти.

В NOISETTE такое сужение выполнено с помощью добавления одной

строки к заголовку цикла:

Исходный заголовок цикла.
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DO IS = 1 , N

Цикл по подобласти в параллельной версии:

DO ISLOC = 1 , Nloc

IS=LocalLocalExt(ISLOC)

1.4.3. Организация обмена данными в параллельной версии

Обмен данными построен на основе индексных массивов пересылки

данных. Эти массивы содержат номера узлов, участвующих в пересыл-

ке, и формируются на основании данных из коммуникационного файла

comm.dat.

Основные массивы для организации межпроцессорного обмена данными:

• NBProc(NNB+1,3) Содержит информацию о соседних процессорах и

количестве узлов для пересылки:

NBProc(1,1) = NNB- число соседних процессоров.

NBProc(1,2), NBProc(1,3) - не используются.

Далее для остальных i=2,. . . ,NNB + 1 :

NBProc(i+1,1) - номер i-го соседа.

NBProc(i+1,2) - число узлов, которые нужно переслать i-му соседу

NBProc(i+1,3) - число узлов, которые нужно получить от i-го соседа

• Sendnodes(Nsend) В этом массиве содержатся номера узлов, данные из

которых надо передать. Nsend - число таких узлов. Для каждого со-

седнего процессора последовательно записаны номера узлов, данные

из которых нужно передать этому процессору. При передаче данных
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из массива NBProc определяется количество узлов для передачи, и

номера узлов последовательно считываются из массива Sendnodes.

• Recvnodes(Nrecv ) В этом массиве содержатся номера узлов, данные

для которых надо получить. Nrecv - число таких узлов. Для каждого

соседнего процессора последовательно записаны номера узлов, дан-

ные из которых ему нужно получить. При приеме данных из массива

NBProc определяется количество узлов для приема, и номера узлов

последовательно считываются из массива Recvnodes.

В параллельной версии Noisette используется технология параллель-

ного программирования MPI (Message Passing Interface), предназначенная

для вычислительных систем с распределенной памятью. Используются как

операции типа точка-точка, так и групповые операции обмена данными.

Групповой обмен данными используется только для глобальных опе-

раций по всей области, таких как суммирование значений в узлах, по-

иск минимума и максимума. Для этих целей используется MPI функция

MPI_AllReduce, которая обеспечивает поиск минимума, максимума и сум-

мы.

Обмен данными типа точка-точка (т.е. обмен данными происходит

в группах из 2-х процессоров - отправителя и получателя) используется

для пересылки значений в узлах. Для этого используются функции MPI

буферизованной неблокирующей передачи данных:

• MPI_Isend - инициализирует посылку данных

• MPI_Irecv - инициализирует прием данных

• MPI_Waitall - ожидает завершения операций передачи данных
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Обмен данными реализован в виде отдельной функции Update.

Функция выполняет двусторонний обмен данными со всеми соседями для

обновления значений в гало, то есть в узлах расширенной подобласти,

принадлежащих другим подобластям. Таким образом, в коде, в месте,

где необходимо получить значения в узлах из соседних подобластей,

достаточно добавить вызов этой функции. Главная особенность данной

функции в том, что даже если требуется передача нескольких величин,

то есть передача данных из нескольких массивов, пересылка происходит

за одну операцию обмена данными. Для этого все значения, которые

необходимо передать, предварительно помещаются в специальный буфер.

Таким образом, минимизируется количество операций обмена данными,

а следовательно минимизируются затраты времени на инициализацию

обмена данными, то есть на латентность сети, которая существенно

сказывается на производительности в случае малобюджетных кластеров.

Функция Update устроена следующим образом:

1. Формирование посылки Данные из массивов, содержащего значения

в узлах, размещаются в буфере для отправки посылки. Sbuf(I,NB)-

буфер для отправки посылки. Первый индекс I служит для доступа

к пересылаем значениям, второй индекс NB - номер соседа, для ко-

торого предназначена посылка. В цикле по всем соседям происходит

выборка номеров узлов для отправки и размещение данных из этих

узлов в буфере. Для этого используется массив Sendnodes.

2. Инициализация отправки данных всем соседям В цикле по всем со-
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седям вызывается функция MPI_Isend

3. Инициализация приема данных от всех соседей В цикле по всем со-

седям вызывается функция MPI_Irecv

4. Ожидание завершения операций обмена данными. Вызывается функ-

ция MPI_Waitall, которая ожидает завершения всех функций

MPI_Isend и MPI_Irecv

5. Распаковка посылки Данные из буфера приема посылки размещают-

ся в массиве, содержащем значения в узлах. Rbuf(I,NB)- буфер для

приема посылки. Первый индекс I служит для доступа к получаемым

значениям, второй индекс NB - номер соседа, от которого получена

посылка.

В цикле по всем соседям происходит выборка номеров узлов, для которых

получены данные, и размещение данных из буфера в этих узлах. Для этого

используется массив Recvnodes.

1.5. Эффективность параллельных вычислений

1.5.1. Верификация параллельного кода

Верификация параллельной версии Noisette, т.е. подтверждение от-

сутствия ошибок при распараллеливании, проводилось посредством срав-

нения результатов вычислений исходной и параллельной версии на полное

совпадение.

В качестве тестовой задачи был взят известный аероакустический

тест, предложенном К.Тамом на 2-м семинаре по тестовым проблемам в
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аэроакустике [46] (категория 3, задача 1), проводившемся в 1994 году. Тест

описывает эволюцию начального возмущения плотности и давления, за-

данную в виде гауссовского распределения, на однородном среднем поле

течения. Тестовый расчет выполнялся следующим образом: сначала про-

водилось сравнение контрольных значений на каждом шаге по времени,

затем сравнивались результаты вычислений. В качестве контрольных зна-

чений брались минимум, максимум и сумма по всем узлам основных фи-

зических величин, а также значение шага по времени. Были выполнены

тесты с использованием различных сеток, различного набора параметров

модели и разностной схемы, а также различного числа процессоров. Совпа-

дение было получено во всех случаях, и, таким образом, отсутствие ошибок

при распараллеливании было подтверждено.

1.5.2. Описание оборудования

Измерение производительности производилось на двух параллельных

системах разных типов. Первая система состоит из узлов с 32-битными про-

цессорами и построена на основе стандартной сети Ethernet 1GBit, которая

используется во многих малобюджетных параллельных системах. Вторая

система состоит из узлов с 64-битными процессорам и построена на ос-

нове высокопроизводительной сети Myrinet, типичной для суперкомпью-

теров. Эти различия оказывают существенное влияние на параллельную

эффективность, поэтому, для сравнения, тестирование было проведено на

обеих системах. Особенно важно было сравнение параллельной эффектив-

ности на системах со стандартной и высокопроизводительной сетью, чтобы

определить влияние обмена данными на падении эффективности при росте
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числа процессоров.

• Кластер ИММ2, установленный в Институте Мат. Моделирования

Эта параллельная система состоит из 25 двухпроцессорных узлов,

имеющих следующую конфигурацию:

2 32-битных процессора Intel Xeon, 3.0 ГГц, кеш-память 512 Кб;

2 Гб оперативной памяти.

Узлы соединены сетью Ethernet 1Gbit.

Кластер управляется операционной системой Linux.

Для работы параллельных процессов используется библиотека

MPICH.

• Кластер RSC4, установленный в Институте Прикладной Математики

им. Келдыша

Эта параллельная система состоит из 48 двухпроцессорных узлов,

имеющих следующую конфигурацию:

2 64-битных процессора AMD Opteron, 2.4 GHz, кеш-память 1024 Кб;

2 Гб оперативной памяти.

Сеть: Для работы параллельных процессов используется сеть

Myrinet. Кроме того, для работы распределенной файловой системы

используется сеть Ethernet 1Gbit.

Кластер управляется операционной системой Linux.

Для работы параллельных процессов используется библиотека

MPICH.
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1.5.3. Измерение производительности

Для получения информации о производительности программного

комплекса на параллельной системе, измерялось время, затрачиваемое на

вычисление фиксированного числа шагов по времени, с использованием

различного числа процессоров. Физический смысл и подробности постанов-

ки тестовой задачи, такие как начальное возмущение и граничные условия,

в данном случае значения не имеют, т.к. измерялось лишь время вычисле-

ний фиксированного числа шагов по времени. Для тестов использовалась

неструктурированная треугольная сетка, применяемая в расчетах звуко-

поглощающих конструкций. Сетка имеет характерный для такой задачи

размер 84 тысячи узлов. Параметры разностной схемы были выбраны та-

ким образом, чтобы обеспечивался наибольший порядок точности и, таким

образом, объем пересылки был максимальным.

• Ускорение

Ускорение SP - это отношение времени вычислений на одном процес-

соре ко времени вычислений на P процессорах. Ускорение показывает,

во сколько раз быстрее проходят вычисления в параллельном режи-

ме по сравнению с однопроцессорным режимом. В идеальном случае

ускорение на Р процессорах равно P. В реальности ускорение обыч-

но ниже из-за затрат времени на обмен данными и другие операции.

Результаты теста показаны на рисунке 1.7.

• Эффективность

Эффективность параллельных вычислений E - это отношение полу-

ченного ускорения к числу процессоров, умноженное на 100%, а имен-
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Рис. 1.7. Ускорение вычислений на параллельных системах
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где SP - ускорение, полученное на P процессорах. Эта величина по-

казывает, насколько эффективно используется параллельная вычис-

лительная система. Результаты теста приведены на рисунке 1.8.

1.5.4. Анализ результатов

Одна из основных целей сравнения производительности кода на сети

со стандартной и высокой производительностью - оценить влияние обмена

данными на падение производительности. Результаты тестов приведены в

таблице 1.1. Поскольку сеть Myrinet имеет существенно меньшую латент-

ность, чем сеть Ethernet, скорость передачи коротких сообщений между
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Рис. 1.8. Эффективность вычислений на параллельных системах

процессами на порядки выше с использованием Myrinet. Поэтому в данном

случае время, затрачиваемое на обмен данными на кластере с Myrinet пре-

небрежимо мало по сравнению со временем на обмен данными на кластере

с Ethernet. Этим объясняется такая высокая параллельная эффективность

на системе с высокопроизводительной сетью на 30 процессорах - 99%. На

системе со стандартной сетью эффективность распараллеливания состави-

ла 84%. Таким образом, было показано, что производительность при ро-

сте числа процессоров падает исключительно из-за обмена данными, а на-

ложения вычислений вообще не сказывается на производительности. Это

подтверждает эффективность использованного при распаралле-

ливании подхода - заменять по возможности пересылку данных

наложением вычислений.
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Таблица 1.1. Результаты измерения производительности
Ускорение, раз Эффективность, %

Число процессоров ИММ2 РСЦ4 ИММ2 РСЦ4
1 1 1 100 100
2 2 2 100 100
4 3.84 3.96 96 99
6 5.57 5.95 93 99
8 7.6 7.93 95 99
10 9.32 10.0 93 100
12 11.1 11.91 92 99
14 12.48 13.89 89 99
16 14.47 15.78 90 99
20 17.78 20 89 100
24 20.61 23.81 86 99
28 23.86 27.78 85 99
30 25.19 29.85 84 99

1.6. Структура многоплатформенной параллельной версии па-

кета SuperNoisette

SuperNoisette - совмещенная версия для расчетов 2D и 3D задач на

многопроцессорных вычислительных комплексах с операционными систе-

мами Windows, Unix, Linux.

1.6.1. Состав пакета

• Программы для подготовки сетки

1. Программа декомпозиции сетки [45]

2. Программа построения обмена данными

3. Конвертер для преобразования формата файлов сетки

• Вычислительная часть

1. Программа SuperNoisette 2D-3D
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• Обработка результатов и визуализация

1. Программа для объединения файлов восстановления счета с

каждого процессора в один файл.

2. Программа для объединения файлов визуализации в формате

Tecplot с каждого процессора в один файл.

1.6.2. Структура каталогов пакета и основные файлы

Корневой каталог

main.exe - Исполнимый файл программы Noisette 2D-3D в случае

ОС Windows

main.px - Исполнимый файл программы Noisette 2D-3D в случае

ОС Unix/Linux

makefile - Файл для сборки исполнимого файла Noisette 2D-3D

• fort.1 - файл параметров расчета

_mpirun.bat - скрипт для запуска расчета в случае ОС Unix/Linux

main.pg - файл параметров для многопроцессорного запуска в слу-

чае ОС Windows

DOCS - каталог с документацией

INPUT - каталог с входными файлами

CONTROL_POINTS - каталог контрольных точек

contr_points.dat - файл контрольных точек
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DATA - каталог с различным набором данных в зависимости

от типа расчета

EXSOL - каталог с данными точного решения

MESH - каталог с файлами сетки

Comm.dat.## - файл схемы обмена данными

Mesh.msh - заголовок сетки

Coordinate.msh - координаты узлов сетки

Tetrahedron.msh - Список тетраэдров сетки (только в 3Д слу-

чае)

Triangle.msh - Список треугольников сетки в 2Д случае и спи-

сок поверхностных треугольников в 3Д случае

Nodetype.msh - Типы узлов ( только в 2Д случае)

Label.msh - Типы граничных условий

MESHDEC - Каталог с программами для подготовки сетки (ис-

пользуется только под ОС Windows)

BIN - Исполнимые файлы

CODE - Исходный код

SCRIPTS - Скрипты автоматизации обработки данных

1cpu.bat - Генерация фиктивной схемы обмена данными для 1

процессора

check_tetrahedrons.bat - Проверка и исправление нумерации

тетраэдров в 3Д и треугольников в 2Д и 3Д случае
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convert_fort16_2d.bat - преобразование формата файла сет-

ки

decompose.bat - разбиение сетки и построение схемы обмена

данными

decreport.txt - отчет о результатах разбиения

NOISETTE - исходный код программы Noisette 2D-3D

OUTPUT - каталог с выходными файлами

Parlog - каталог с файлами вывода текущей информации

RESULS - каталог с файлами результата

DATA - каталог с различным набором данных в зависимо-

сти от типа расчета

EXSOL - каталог с файлами сравнения с точным решением

HISTORY - каталог с файлами значений в контрольных

точках

RECOVERY - каталог с файлами восстановления счета

VISUA - каталог с файлами визуализации в формате

Tecplot

UTIL - каталог со вспомогательными программами

COMBINE - каталог с программой для объединения файлов

восстановления счета

combine.exe - исполнимый файл программы

combine.ini - файл параметров
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TECJOIN - каталог с программой для объединения файлов

Tecplot

tecjoin.exe - исполнимый файл программы
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2. Численное моделирование задач резонаторного типа

2.1. Моделирование звукопоглощающих конструкций

Одно из основных направлений применения параллельного комплек-

са программ NOISETTE 2D/3D является моделирование звукопоглощаю-

щих конструкий (ЗПК). ЗПК резонансного типа широко распространены

в авиационном строении для снижения шума турбореактивных двигате-

лей. ЗПК представляет собой одно- или двухслойную перфорированную па-

нель, конфигурация и геометрические параметры которой существенным

образом влияют на эффективность поглощения шума. Для оптимизации

параметров ЗПК удобным инструментом может служить математическое

моделирование. Хорошо отлаженная вычислительная среда, обеспечиваю-

щая расчеты ЗПК в различных конфигурациях, может рассматриваться

как виртуальный экспериментальный стенд, легко адаптируемый к ши-

рокому диапазону допустимых геометрических параметров и амплитудно-

частотных характеристик входного сигнала, и, соответственно, как эффек-

тивное средство в помощь физическому эксперименту при конструирова-

нии ЗПК. Детальное численное моделирование, к тому же, способствует

глубокому пониманию физических механизмов, определяющих звукопо-

глощение. Математическое моделирование поглощения шума в ЗПК резо-

нансного типа является типичной задачей нелинейной аэроакустики. Спе-

цификой численного моделирования таких задач является то факт, что
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в случае высокой мощности входящего акустического сигнала, расчетная

область включает в себя зоны как линейных, так и нелинейных взаимодей-

ствий. В "линейном"регионе определяющим физическим процессом явля-

ется распространение акустических волн, моделирование которого требует

высокой точности для обеспечения их передачи во времени и пространстве

без искажений. В "нелинейных"зонах методы высокой точности должны

быть адаптированы к возможным высоким градиентам решения, включая

слабые разрывы. Поэтому численные алгоритмы нелинейной аэроакусти-

ки должны сочетать в себе лучшие свойства методов линейной акусти-

ки и нелинейной газовой динамики, а также адаптироваться в процессе

расчета к решению задачи в зависимости от его свойств. Класс подобных

алгоритмов на декартовых сетках применительно к задачам о моделиро-

вании ЗПК развивается в работах К.Тама [47, 48] на основе метода DRP

(Dispersion Relation Preserving) [49], сохраняющего дисперсионные соот-

ношения. Трудность в конструировании схем такого класса усугубляет-

ся при использовании неструктурированных сеток. Ситуацию несколько

смягчает только предположение о существенной гладкости рассматрива-

емых в аэроакустике решений, допускающее лишь слабые разрывы. Для

численного моделирования рассматриваемых в работе задач используется

метод повышенной точности для расчета задач нелинейной аэроакустики

на неструктурированных сетках [50, 51, 52]. Он основан на многопарамет-

рической схеме с определением переменных в узлах и достигает своей мак-

симальной теоретической точности, до 6го порядка включительно, в "де-

картовых"подобластях расчетной сетки. Под "декартовым"подмножеством

сетки понимается участки, полученные делением ячеек декартовой сетки
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на два прямоугольных треугольника. В данной работе описываются два

основных типа вычислительных экспериментов по ЗПК, а именно модели-

рование свойств ячейки ЗПК в импедансной трубе; а также моделирование

потерь энергии звукового сигнала при его прохождении в дозвуковом тече-

нии в канале, облицованном перфорированными панелями. Задачи носят

модельный характер, однако могут служить начальным приближением к

прямому численному моделированию ЗПК.

2.2. Вычислительный эксперимент в импедансной трубе

Первая группа проведенных вычислительных экспериментов (ВЭ)

имитирует условия лабораторного физического исследования ячеек ЗПК

в импедансных трубах. Экспериментальная установка представляет собой

длинную трубу, в торец которой отделен перфорированным экраном. По-

лучившийся таким образом резонатор представляет собой модель ячейки

ЗПК. С противоположного окончания трубы нагнетается монохромная аку-

стическая волна заданной мощности. Наибольший интерес для исследова-

ния представляет течение воздуха, генерируемое внутри отверстия (горла

резонатора) и в его окрестности. Эти области наиболее сложны для про-

никновения измерительных приборов, а потому постановка вычислитель-

ного эксперимента на основе полного газодинамического описания, вклю-

чая нелинейные эффекты, а также вязкость и теплопроводность, может

оказаться чрезвычайно полезной. Во всех рассматриваемых постановках

используется резонатор с глубиной, равной четверти длины набегающей

акустической волны. При этом длина расчетной области немного превы-

шала длину входящей волны и, соответственно, более, чем в четыре раза
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превышала глубину резонаторной ячейки. Расчеты проводились в двух по-

становках - плоской двухмерной и полностью трехмерной. В трехмер-

ном случае труба и горло резонатора имеют форму цилиндра (трехмерная

расчетная область получена поворотом 2D области вокруг продольной оси

симметрии).

Рис. 2.1. Схема расчетной области (слева) и пример разбиения двухмерной

расчетной области (справа)

Схематически расчетная область задачи изображена на Рис. 2.1 (сле-

ва). Используемая в расчётах конфигурация имеет следующие фиксиро-

ванные размеры: диаметр трубы D=2.35 см, диаметр отверстия d=0.75 см,

толщина перфорированного экрана L=0.6 см. Монохромная акустическая

волна мощностью 147.1 дБ и частотой 273 Гц входит в трубу слева. На

Рис. 2.1 (справа) показано также разбиение области на 40 доменов, со-

ответствующим 40 процессорам, для параллельных вычислений по прин-

ципу геометрического параллелизма на многопроцессорном кластере. Т.к.

при разбиении соблюдалась балансировка загрузки, определяемая в дан-

ном случае примерным равенством количества расчетных узлов сетки на

каждый процессор, схема на Рис. 2.1 даёт представление об участках раз-

режения и сгущения неструктурированной сетки. Фрагменты расчётной
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сетки приведены на Рис. 2.2. Сетка сгущена в районе горла резонатора

для более аккуратного разрешения сложных газодинамических процессов,

а также вблизи твердых стенок для адекватного моделирования вязких

эффектов и теплопроводности.

Рис. 2.2. Фрагменты неструктурированной расчётной сетки. (ВЭ в импе-

дансной трубе)

Рис. 2.3 на примере полей плотности показывает качественную раз-

ницу в результатах 2D расчетов с использованием трёх математических

моделей, а именно линеаризованных уравнений Эйлера (левый верхний ри-

сунок), полных уравнений Эйлера (правые верхний и нижний рисунки), а

также уравнений Навье-Стокса (левый нижний рисунок) для сжимаемого

газа. Видно, что линейная постановка не моделирует вихревую динамику в

окрестности горла резонатора. Использование системы уравнений Эйлера

с условиями отражения на стенке приводит, похоже, к чересчур интенсив-

ному вихреобразованию, что объясняется отсутствием диссипации вихрей

в этой постановке. Наиболее реалистичную картину течения даёт использо-

вание уравнений Навье-Стокса. При заданных условиях задачи входящая

акустическая волна теряет свою мощность за счет преобразования аку-

стической энергии в энергию вихрей и ее диссипация за счёт вязкости и
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теплопроводности. Формирование парных вихрей в окрестности горла ре-

зонатора в двухмерной постановке показано на Рис. 2.4 (слева). Справа на

Рис. 2.4 показана картина течения в трехмерном случае.

Рис. 2.3. Разница в полях плотности при использовании различных матема-

тических моделей (двухмерная постановка): линеаризованные уравнения

Эйлера (1); полные уравнения Эйлера (2,4); уравнения Навье-Стокса (3)

Рис. 2.4. Вихревое течение в окрестности горла резонатора: 2D - слева, 3D

- справа
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3D расчет также показал, что течение является полностью трехмер-

ным, без осевой симметрии (что, впрочем, вполне естественно для тур-

булентного течения). На Рис. 2.5 изображена картина течения в сечении

за отверстием резонатора. Визуализация плотности и компоненты вектора

скорости по оси Х четко показывает нерегулярность течения и отсутствие

симметрии.

Рис. 2.5. Картина течения в трехмерном случае в сечении, перпендику-

лярном оси Х, за отверстием внутри резонатора (теневая визуализация

возмущений плотности и скорости по оси Х).

2.3. Вычислительный эксперимент в канале со встроенными в

стенку резонаторами

Формулировка второй рассматриваемой задачи наиболее близка к

условиям модельного физического эксперимента по ЗПК резонансного ти-

па в канале. Физическая постановка заключается в исследовании динамики

акустического сигнала проходящего вместе с дозвуковым течением в кана-

ле, стенки которого покрыты ЗПК панелями. Расчеты проводились только
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для двухмерной постановки.

Рис. 2.6. Схема эксперимента в канале.

Схема физического эксперимента приведена на Рис. 2.6.

Описываемая в работе модель вычислительного эксперимента рас-

сматривает двухмерное дозвуковое течение вязкого сжимаемого газа с со-

ответствующим акустическим сигналом в канале, в стенки которого встро-

ен один или несколько резонаторов. При численном моделировании данной

задачи задаются следующие входные условия: дозвуковой поток при числе

Маха 0.4 (что соответствует условиям захода самолетов на посадку) сопро-

вождается входящей монохромной акустической волной с частотой 3431

Гц и мощностью 150 дБ. Первые расчеты проводились для случая одного

резонатора, встроенного в стенку канала. Численное моделирование задач

такого типа, также как и задач резонаторного типа вообще, представляет

серьезные трудности, связанные с существенной разницей в пространствен-

ных масштабах задачи, в частности, между диаметрами канала (30 см) и

входного отверстия резонатора (2 мм).

Фрагмент используемой при расчетах неструктурированной тре-

угольной сетки показан на Рис. 2.7. Данная задача решалась при помощи

уравнений Эйлера и Навье-Стокса. При использовании уравнений Эйлера
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Рис. 2.7. Фрагменты неструктурированной расчётной сетки (ВЭ в канале).

без учета пограничных слоев и последующем анализе результатов мож-

но заметить "свист", вызванный взаимодействием развиваемого слоя сме-

шения между кромками входного отверстия (см. Рис. 2.8 слева), а также

многочисленных отражений внутри горла резонатора. В центре на Рис.

2.8 показан турбулентный слой смешения в горле резонатора, а на правом

рисунке представлено поле кинетической энергии турбулентности, посчи-

танное путем соответствующего осреднения по времени в процессе прямого

расчета. Как это и ожидалось, максимум турбулентной энергии распола-

гается вдоль центральной линии слоя смешения.

Таблица 2.1. Сравнение звукопоглощения
Число резонаторов Акустическая мощность, дБ Поглощение, дБ

0 148.8 0
5 147.1 1.7
11 144.3 4.5

Рисунок 2.9 демонстрирует искажение входящего длинноволнового

акустического сигнала из-за влияния высокочастотных цилиндрических

волн ("свиста"), генерируемых в потоке в результате взаимодействия с от-

верстием в рамках описания на основе уравнений Эйлера.
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Рис. 2.8. Формирование сдвигового слоя между кромками входного отвер-

стия резонатора (слева и по центру). Распределение кинетической энергии

турбулентности (справа).

Рис. 2.9. Искажение входящей акустической волны из-за высокочастотных

цилиндрических волн, излучаемых входным отверстием резонатора.

При использовании уравнений Навье-Стокса и специальных входных

граничных условий, задающих течение с толстым погранслоем (погранс-

лой по стандартному адиабатическому профилю с толщиной 5 диаметров

отверстия резонатора), наличие медленного пристеночного течения суще-

ственным образом меняет газодинамическую картину в горле резонатора.

В данной постановке отсутствует какой бы то ни было "свист".

Случай системы из пяти резонаторов, встроенных в стенки канала
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Рис. 2.10. Начальная и развитая стадии в случае пяти резонаторов, встро-

енных в стенку канала. Поле плотности.

Рис. 2.11. Сравнение спектр выходного акустического сигнала.

был рассмотрен в рамках модели на основе уравнений Эйлера. Распреде-

ление плотности с видимыми акустическими полями в разные моменты

времени представлены на рисунке 2.10.
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Для оценки эффекта поглощения звука было проведено сравнение

спектра и выходной акустической энергии между тремя постановками: ка-

нал без резонаторов, канал с 5-ю резонаторам, канал с 11 резонаторами.

Результаты представлены в таблице 2.1. Сравнение спектра показано на

Рис. 2.11.



74

3. Масштабируемый параллельный алгоритм для

численного моделирования несжимаемых течений

3.1. Математическая модель и дискретизация

Рассматривается несжимаемая жидкость с постоянными физически-

ми свойствами. Приближение Буссинеска используется для зависимости

плотности от температуры. Тепловым излучением пренебрегается. В этом

случае система уравнений Навье–Стокса в безразмерном виде будет иметь

вид

∇ · u = 0 , (3.1)

∂u

∂t
= −u · ∇u + Pr∇2u−∇p + f , (3.2)

∂T

∂t
= −u · ∇T +∇2T , (3.3)

где f = [0, 0, RaPrT ]T — вектор массовых сил.

В рассматриваемом случае расчетная область представляет собой па-

раллелепипед. На сторонах, перпендикулярных оси X, используются пе-

риодические граничные условия. Это позволяет изучить трехмерные эф-

фекты, которые вызваны именно внутренней нестабильностью потока, а

не граничными условиями. В этом случае можно использовать сетку с по-

стоянным шагом по оси X, поскольку не требуется сгущение сетки для

разрешения пограничного слоя, что позволяет применить БПФ метод для

уравнения Пуассона. На других сторонах могут использоваться различные
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граничные условия.

3.1.1. Метод интегрирования по времени

Для упрощения записи, уравнение момента (3.2) может быть записано

в виде
∂u

∂t
= R (u)−∇p ,

где R(u) — члены правой части уравнения, за исключением градиента дав-

ления.

Для дискретизации по времени используется схема центральной раз-

ности для ∂u/∂t, полностью явная схема Адамса–Башфора второго поряд-

ка для R и обратная схема Эйлера первого порядка для∇p и для уравнения

неразрывности.

Таким образом, считая шаг по времени постоянным, получим полу-

дискретную систему уравнений Навье–Стокса

un+1 − un

∆t
=

3

2
Rn − 1

2
Rn−1 −∇pn+1, (3.4)

∇ · un+1 = 0 . (3.5)

Для обеспечения связей между скоростью и давлением используется

классический проекционный метод с дробным шагом [53, 54]. В проекцион-

ном методе решения нестационарных уравнений Навье–Стокса получаются

в два этапа: сначала находится поле скоростей на новом временном слое

без учета требования соленоидальности (3.5), затем восстанавливается пра-

вильное соленоидальное поле скоростей un+1 (∇ · un+1 = 0). Эта проекция

получена из теоремы Гельмгольца–Ходжа о разложении вектора [55], сле-

дуя которой, скорость un+1 может быть единственным образом разложена
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на соленоидальную составляющую up и на безвихревую составляющую,

выраженную как градиент от скалярного поля, ∇p̃:

up = un+1 +∇p̃ . (3.6)

Представив "псевдодавление" в виде p̃ = ∆tpn+1, получим

up = un + ∆t

[
3

2
Rn − 1

2
Rn−1

]
. (3.7)

Применяя оператор дивергенции к уравнению (3.6), получим уравнение

Пуассона для p̃

∇ · up = ∇ · un+1 + ∇ · (∇p̃) −→ ∆p̃ = ∇ · up . (3.8)

Вопрос о том, какие граничные условия использовать для уравнения (3.8)

в направлениях без периодических условий является спорным. Основные

идеи вкратце изложены в [56]. Использование нормальной компоненты

уравнения момента обычно считается наиболее подходящим граничным

условием, см., например, [57]. Однако на дискретном уровне на смещен-

ных сетках с граничными условиями для скоростей как в случае рассмат-

риваемых в работе задач (условия прилипания - все компоненты скорости

равны нолю), условие несжимаемости удовлетворяется естественным обра-

зом, и никаких особых граничных условий для давления не требуется, как

показано в [58].

Когда решение уравнения (3.8) получено, un+1 находится коррекцией:

un+1 = up −∇p̃ . (3.9)

Таким образом, на каждом шаге по времени выполняется следующий ал-

горитм:
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1. Нахождение Rn = R (un).

2. Нахождение up из уравнения (3.7).

3. Нахождение ∇ ·up и решение дискретного уравнения Пуассона (3.8).

4. Получение нового поля скоростей un+1 из уравнения (3.9).

5. Нахождение нового поля температуры T n+1 из уравнения энергии

(3.3).

Хорошо известно, что требования устойчивости явной схемы ведут к

ограничениям на шаг по времени. Неявная схема обладает лучшей устойчи-

востью и позволяет использовать больший шаг по времени. Но, во-первых,

для неявной схемы требуются существенно большие вычислительные за-

траты, чем для явной схемы. Во-вторых, при прямом численном моделиро-

вании турбулентных течений ограничение на шаг по времени также накла-

дывается необходимостью полностью разрешать все временные масштабы

в уравнениях Навье-Стокса [59, 21, 37]. Поэтому был использован только

явный метод с целью уменьшения вычислительной стоимости и сложности

алгоритма.

Явные вычисления включают уравнения, решаемые на шагах 1,2,4 ал-

горитма интеграции по времени, а также решение уравнение энергии (3.3).

Для параллельного подхода эти уравнения не представляют проблем, по-

скольку явный метод требует для получения решения лишь один обмен

данными типа точка-точка с соседними процессорами. Подобные явные

методы хорошо масштабируются. Основную проблему для параллельных

вычислений представляет уравнение Пуассона, которое связывает всю рас-
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четную область.

3.1.2. Пространственная дискретизация

Уравнения (3.1)-(3.3) заменяются дискретными по пространству на

смещенной сетке с помощью спектрально согласованных схем второго или

четвертого порядков, описанных в [35, 36, 37]. Используя те же обозна-

чения, сохраняющая симметрию дискретизация уравнений Навье–Стокса

представляется в следующем виде:

Muh = 0,

Ω
duh

dt
= −C (uh) uh + Duh + fh −Mtph . (3.10)

где uh – дискретный вектор скорости, Ω – положительно определенная

диагональная матрица, представляющая размеры контрольных объемов,

C (uh) – кососимметричная матрица конвективных коэффициентов, дис-

кретный оператор диффузии D — симметричная отрицательно определен-

ная матрица, и M — дискретный оператор дивергенции. Такая дискретиза-

ция сохраняет свойства симметрии, лежащие в основе непрерывных диф-

ференциальных операторов.

Эти глобальные свойства дискретных операторов в случае условия

несжимаемости гарантируют стабильность и точное удовлетворение гло-

бального баланса кинетической энергии даже для грубых сеток. Следова-

тельно, кинетическая энергия не демпфируется систематически дискрет-

ным конвективным членом, и для того, чтобы гарантировать устойчивость

метода, не требуется явное демпфирование. Это особенно важно, поскольку

искусственная диссипация была бы помехой очень тонкому балансу между
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конвективным переносом и физической диссипацией, особенно в наимень-

ших масштабах движения. Дискретное уравнение переноса энергии также

получено с использованием спектрально-согласованных схем.

3.1.3. Решение дискретного уравнения Пуассона

Дискретный оператор Лапласа в уравнении Пуассона (3.8) может

быть рассмотрен как произведение дискретного оператора дивергенции M

на дискретный оператор градиента, который представляет собой транс-

понированный дискретный оператор дивергенции, умноженный на диаго-

нальное масштабирование G = −Ω−1Mt. Таким образом, оператор Лапла-

са аппроксимируется матричным произведением L = −MΩ−1Mt. Следо-

вательно, дискретное уравнение Пуассона, которое необходимо решать на

каждом шаге по времени, имеет форму

Lph = Mup
h . (3.11)

Для решения уравнения Пуассона используется метод разложения Фурье

в периодическом направлении. Это позволяет разделить исходное 3D урав-

нение на набор независимых 2D задач. Детали реализации данного метода

описаны в [32, 33, 34].

3.2. Метод быстрого преобразования Фурье (БПФ)

Методы, основанные на дискретном преобразовании Фурье, хорошо

известны и высокоэффективны для решения систем линейных уравнений

рассматриваемого типа [60, 61]. Далее приводится описание метода для

дискретизации 2-го порядка аппроксимации. Полностью для 4-го порядка
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аппроксимации метод описан в [34]. Дискретизация уравнения Пуассона в

3D области может быть представлена в виде системы линейных уравнений:

A3Dx3D = b3D , (3.12)

где A3D ∈ RN×N — сингулярная симметричная матрица, x3D ∈ RN , b3D ∈
RN и N = Nx × Ny × Nz - число узлов в 3D дискретизации. Векторы x3D

и b3D разбиты на NyNz подвекторов, каждый из которых состоит их Nx

компонент:

x3D =
[
x1,1, x2,1, · · · xj,k, · · · , xNy,Nz

]t
, (3.13)

где xj,k = [x1,j,k, x2,j,k, · · · , xNx,j,k]
t. С таким разбиением уравнение (3.12)

может быть записано в блочной форме:


Ap
1,1 An

1,1 · · · At
1,1

As
2,1 Ap

2,1 An
2,1 · · · At

2,1

. . .

Ab
j,k · · · As

j,k Ap
j,k An

j,k · · · At
j,k

. . .

Ab
Ny,Nz

· · · As
Ny,Nz

Ap
Ny,Nz







x1,1

x2,1

...

xj,k

...

xNy,Nz




=




b1,1

b2,1

...

bj,k

...

bNy,Nz




,

(3.14)

где An
j,k, As

j,k, At
j,k и Ab

j,k — диагональные матрицы размера Nx ×Nx:

An
j,k = an

j,kI . (3.15)

А матрицы Ap
j,k — циклические [62] трехдиагональные матрицы вида

Ap
j,k =




β α α

α β α

. . .

α α β




, (3.16)
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где α = aw
j,k = ae

j,k (поскольку шаг сетки постоянный по оси X), и β = ap
j,k.

Уравнение (3.14) может быть записано в виде

Ab
j,k xj,k−1 + As

j,k xj−1,k + Ap
j,k xj,k + An

j,k xj+1,k + At
j,k xj,k+1 = bj,k , (3.17)

где индексы j и k имеют диапазон 1 · · ·Ny и 1 · · ·Nz соответственно (есте-

ственно, члены, соответствующие несуществующим блокам вектора вне до-

мена, должны быть удалены).

Все циклические матрицы размера Nx × Nx (и, в частности, все

Ap
j,k)) имеют одинаковый базис собственных векторов. Следуя обозначени-

ям, принятым в [61], матрица Q — это матрица, у которой столбцы явля-

ются собственными векторами Ap
j,k. Произведение x = Qx — это обратное

преобразование Фурье, которое может быть получена следующим образом:

xi =
1

2
x1+

Nx
2 −1∑
ν=1

(
x2ν cos

(
νi

2π

Nx

)
+ x2ν+1 sin

(
νi

2π

Nx

))
+

1

2
xNx

(−1)i i = 1, . . . , Nx

(3.18)

и произведение x = Q−1x:

x1 =
2

Nx

Nx∑

i=1

xi ,

x2ν =
2

Nx

Nx∑
i=1

xi cos

(
νi

2π

Nx

)
ν = 1, . . . ,

Nx

2
− 1 ,

x2ν+1 =
2

Nx

Nx∑
i=1

xi sin

(
νi

2π

Nx

)
ν = 1, . . . ,

Nx

2
− 1 ,

xNx
=

Nx∑

i=1

xi (−1)i . (3.19)

Поскольку все матрицы Ap
j,k имеют одинаковые собственные векторы, то:

Q−1Ap
j,kQ = λj,k , (3.20)
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где λj,k — диагональная матрица, элементы которой зависят от α и β (и,

следовательно, от j, k):

λ1 = β + 2α , (3.21)

λ2ν = λ2ν+1 = −4α sin2
(

νπ

Nx

)
+ β + 2α ν = 1 · · · Nx

2
− 1 ,

λNx
= β − 2α .

Предыдущие соотношения позволяют разложить систему уравнений с се-

мидиагональной матрицей (3.12) в набор из Nx независимых систем урав-

нений с пятидиагональными матрицами. Для этого уравнение (3.17) до-

множается справа на Q−1 и подвекторы xj,k выражены как Qxj,k. После

этих операций матрицы Ap
j,k становятся диагональными, в то время как

матрицы Anb
j,k, каждая из которых есть единичная матрица, умноженная

на скаляр, не подвергаются изменениям (то есть Q−1an
j,kIQ = an

j,kI). В ре-

зультате получается выражение:

Ab
j,k xj,k−1 + As

j,k xj−1,k + λj,k xj,k + An
j,k xj+1,k + At

j,k xj,k+1 = bj,k . (3.22)

Это выражение, как и (3.17), является блочной пятидиагональной системой

уравнений с NyNz неизвестными, каждое из которых имеет Nx компонент.

Но в уравнении (3.22), поскольку элементы вне главной диагонали матриц

Ap
j,k были исключены, неизвестные xi,j,k с неизвестными только в той же

плоскости i. Следовательно, выбирая для решения i-ю компоненту из всех

NyNz блочных уравнений, получаем пятидиагональную систему линейных

уравнений, которая может быть записана в виде

ab
j,k xi,j,k−1 + as

j,k xi,j−1,k + ap
i,j,k xi,j,k +an

j,k xi,j+1,k + at
j,k xi,j,k+1 = bi,j,k , (3.23)
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где диагональный член — это i-й элемент диагонали матрицы λj,k,

ap
i,j,k = λi,j,k . (3.24)

Уравнение (3.23) может быть записано более компактно:

Aixi = bi i = 1 · · ·Nx , (3.25)

где Ai — пятидиагональная матрица, соответствующая преобразованному

уравнению для i-й плоскости.

Таким образом, получен набор независимых систем уравнений, и

трехмерная расчетная область разделена на независимые плоскости.

Преобразованная с помощью БПФ система (3.12) может быть запи-

сана в виде набора независимых систем:

A2D
i x2D

i = b2D
i , i = 1, .., Nx , (3.26)

где A2D
i ∈ RNyz×Nyz , x2D

i ∈ RNyz , b2D
i ∈ RNyz , Nyz = Ny × Nz и Nx, Ny,Nz

— число узлов по осям X, Y и Z соответственно. Таким образом, набор

из Nx × Ny × Nz узлов трехмерной сетки разделен на Nx независимых

поднабора размером Ny ×Nz, которые будут называться плоскостями.

Когда решение системы (3.26) получено, обратное БПФ должно быть

применено для получения решения исходной системы (3.12). Это приводит

к трехшаговому алгоритму:

1. БПФ преобразует (3.12) к (3.26).

2. Решение (3.26).

3. Обратное БПФ преобразует решение (3.26) к решению (3.12).
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Преобразования с использованием БПФ имеет низкую вычислительную

стоимость и требует порядка O(N log2(Nx)) операций. Главная проблема

для дальнейшего рассмотрения – это решение системы (3.26), которое тре-

бует намного больше вычислительных затрат.
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Рис. 3.1. Трансформация пространственного шаблона схемы с помощью

преобразования Фурье.

На рисунке 3.1 в качестве примера показан пространственный шаблон схе-

мы 4-го порядка. Каждый элемент шаблона соответствует диагонали в мат-

рице A3D. Элементы awi
и aei

обеспечивают связи между узлами по оси X.

БПФ изменяет главную диагональ матрицы A3D и уничтожает эти элемен-

ты. После БПФ матрица A3D может быть представлена в блочной форме,

где каждый блок независим и может рассматриваться как одельная систе-

ма уравнений. Детали этого метода описаны в [34, 63].

3.3. Метод дополнения Шура

В результате применения БПФ трехмерная задача распадается на Nx

двумерных задач, то есть параллелепипед превращается в набор плоско-

стей. Поскольку плоскости независимы, достаточно рассмотреть нахожде-

ние решения только для одной из них. Матрица A (верхний и нижний
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индексы могут быть отброшены) — это матрица системы линейных урав-

нений, соответствующей данной плоскости.

Ax = b , (3.27)

где A ∈ RNyz×Nyz и x,b ∈ RNyz .

Плоскость разделена на P подобластей, и методШура, как прямой па-

раллельный метод, обеспечивает нахождение решения для всей плоскости.

Каждый узел может быть либо внутренним, либо интерфейсным. Внутрен-

ний узел – это узел, который не связан напрямую ни с одним внутренним

узлом из другой подобласти (под прямой связью одного узла с другим пони-

мается следующее: если узел сделать центром шаблона разностной схемы,

то все остальные узлы шаблона связаны напрямую с этим узлом). Если

узел не внутренний, то он интерфейсный (см. Рис. 3.2).

Âíóòðåííèå óçëû

I

P=1 P=2

P= 4P=3 P=5

P=0

Èíòåðôåéñíûå óçëû

Øèðèíà èíòåðôåéñà

Øàáëîí ñõåìû

Рис. 3.2. Пример разбиения неизвестных на поднаборы

Таким образом, набор узлов плоскости разделен на P + 1 поднабора:

первые P поднаборов соответствуют внутренним уздам P подобластей, и
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последний поднабор содержит все интерфейсные узлы. Все узлы плоскости

перенумерованы в соответствии с этим разделением: если два узла с номе-

рами i1 и i2 принадлежат поднаборам P1 и P2 соответственно, и P1 < P2,

то i1 < i2. С таким разделением и нумерацией система (3.27) может быть

представлена в блочном виде:



A1,1 0 · · · 0 A1,s

0 A2,2 · · · 0 A2,s

... ...

0 0 · · · AP,P AP,s

As,0 As,1 · · · As,P As,s







x1

x2

...

xP

xs




=




b1

b2

...

bP

bs




. (3.28)

Сначала интерфейсные узлы изолируются с помощью блочного метода

исключений Гаусса. Система (3.28) преобразовывается к виду (3.29).



A1,1 0 · · · 0 A1,s

0 A2,2 · · · 0 A2,s

... ...

0 0 · · · AP,P AP,s

0 0 · · · 0 Ãs,s







x1

x2

...

xP

xs




=




b1

b2

...

bP

b̃s




. (3.29)

Последнее блочное уравнение, включающее только неизвестные из xs ∈
RNs — интерфейсное уравнение

Ãs,sxs = b̃s (3.30)

с преобразованной правой частью

b̃s = bs −
P∑

p=1

As,pA
−1
p,pbp (3.31)
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и матрица дополнения Шура

Ãs,s = As,s −
P∑

p=1

As,pA
−1
p,pAp,s . (3.32)

Таким образом, интерфейсное уравнение (3.30) может быть решено до

того, как будут решены уравнения для внутренних узлов. Как только зна-

чения xs становятся известны, каждый из xp может быть получен неза-

висимо своим владельцем p, то есть процессором, которому принадлежит

подобласть p, c помощью решения исходного уравнения.

Ap,pxp = bp −Ap,sxs . (3.33)

Наконец, следует отметить, что Ãs,s ∈ RNs×Ns является плотной матри-

цей. Как матрица Ãs,s, так и вектор b̃s могут быть получены без прямых

вычислений A−1
p,p, как описано в [32].

Решение интерфейсного уравнения (3.30) является ключевым момен-

том, определяющим эффективность метода дополнений Шура. В случае

несжимаемого течения матрица Ãs,s постоянная на всех шагах по времени.

Благодаря этому можно один раз найти обратную матрицу Ã−1
s,s на этапе

подготовки вычислений и в дальнейшем на всех шагах по времени явно

получать решение интерфейсного уравнения:

xs = Ã−1
s,sb̃s . (3.34)

Параллельная реализация блочного LU разложения для плотных матриц

[34] используется для нахождения обратной матрицы. Также используется

распределенное хранение данных для обратной матрицы Ã−1
s,s. В итоге

параллельная реализация метода Шура имеет следующий алгоритм

решения системы Ax = b:



88

1) решение Ap,pt = bp ;

2) нахождение локального вклада в правую часть интерфейсного

уравнения b̃p
s = = As,pt ;

3) глобальное суммирование t =
∑P

p=1 b̃p
s ;

4) нахождение правой части интерфейсного уравнения, b̃s = bs − t ;

5) нахождение решения для необходимых интерфейсных узлов

xs = Ã−1
s,sb̃s ;

6) локальное нахождение решения для внутренних узлов Ap,pxp = bp−
Ap,sxs .

Вектор t используется для обозначения временной области хранения

данных. Глобальный обмен данными требуется на шаге 3.

3.4. Ограничения применимости метода Шура

Эффективная реализация этого метода для малобюджетных класте-

ров была предложена в [34]. Алгоритм требует только одного обмена дан-

ными для нахождения решения, позволяя получить хорошую параллель-

ную эффективность на системах с высокой латентностью сети и со срав-

нительно небольшим числом процессоров. Но с ростом числа процессоров
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и размеров сетки возникают различные проблемы, затрудняющие масшта-

бируемость.

3.4.1. Ограничения по объему памяти

Оперативная память, требуемая каждому процессору для одной плос-

кости, может быть приближенно выражена функцией от числа процессоров

P , числа неизвестных в плоскости Nyz = NyNz и размера интерфейса I.

Поскольку шаблон схемы симметричный, то размер шаблона M = 4I + 1,

где 4I соответствует правой левой, верхней, нижней частям шаблона, и

еще один узел — центральный. Для упрощения рассматривается следую-

щий случай: Ny = Nz =
√

Nyz, Py = Pz =
√

P и P делитель Nyz. Таким

образом, подобласти, соответствующие каждому процессору, квадратные
√

Nyz/P × √
Nyz/P . Пренебрегая тем, что I

(√
P − 1

)2
узлов, лежащих

на пересечении интерфейсов, посчитаны дважды, число интерфейсных уз-

лов будет N 2d
s = 2I

√
Nyz(

√
P − 1). Максимальное число интерфейсных уз-

лов, приходящееся на каждый процессор равно 2I
√

Nyz/P и локальное LU

разложение для ленточной матрицы требует хранение 3(4I + 1)(Nyz/P )3/2

чисел. Таким образом, суммарное количество чисел в памяти каждого про-

цессора приблизительно следующее:

N 2d
t (I, Nyz, P ) ≈ 3(4I + 1)

(
Nyz

P

) 3
2

+ 4I2Nyz
P 1/2 − 1

P 1/2 . (3.35)

Предполагая, что значения N и P достаточно велики, а I — констан-

та, [3.35] может быть записано в виде

N 2d
t (Nyz, P ) = O

((
Nyz

P

) 3
2

)
+ O (Nyz) . (3.36)
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Выражение (3.36) показывает объем памяти, требуемый только для одной

плоскости на каждом процессоре. Для получения полного объема памяти,

это значение необходимо умножить на Nx.

Первый член (3.36) при заданном N ограничивает число процессо-

ров снизу. Если число процессоров слишком мало, данные не поместятся в

памяти. Но если число процессоров достаточно велико, второй член стано-

вится главным ограничением.

Второй член (3.36) ограничивает масштабируемость: объем памяти,

требуемый на каждом процессоре, не зависит от числа процессоров. Та-

ким образом, использование параллельного компьютера с любым числом

процессоров будет строго ограничено объемом памяти одного процессора.

Из-за этого метод практически неприменим при достаточно большом числе

процессоров.

Еще одна трудность заключается в том, что I возрастает с ростом

порядка схемы o1 и требуемый объем памяти растет квадратично с ростом

I. Это особенно сильно ограничивает применимость метода Фурье–Шура

в случае схемы высокого порядка.

3.4.2. Ограничения из-за обмена данными

Ограничение памяти — не единственная проблема метода. Даже пред-

полагая, что эта проблема каким-то образом решена, все равно метод будет

плохо масштабируемым. Методу Шура требуется один, но большой обмен

данными, а именно глобальная операция суммирования значений для всех

интерфейсных узлов, необходимая на шаге 3 алгоритма. Как было пока-
1В частности, для рассматриваемого семейства схем I = o− 1, где o — порядок схемы.
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зано выше, число интерфейсных узлов в каждой плоскости O(
√

NyzP ).

Поскольку число пересылок в одной глобальной операции суммирования

оценивается с ростом числа процессоров P как O(log2(P )), общий объем

обмена данными можно оценить как

CS = O(Nx

√
NyzP log2(P )) . (3.37)

Оценка (3.37) показывает, что объем обмена данными для каждого про-

цессора растет не только с ростом числа узлов, но и, что гораздо хуже, с

ростом числа процессоров. Когда число процессоров небольшое, эта опера-

ция не потребляет много времени. Но с ростом числа процессоров, время,

затрачиваемое на обмен данными, растет достаточно быстро. Эта проблема

существенно сказывается на производительности, и метод Фурье-Шура не

может эффективно использоваться на большом числе процессоров, даже

если пренебречь ограничением памяти.

3.4.3. Вычислительные ограничения

Еще одна трудность — это рост вычислительной стоимости. Здесь

сразу два источника проблем. Первый — это матрично-векторное произве-

дение xs = Ã−1
s,sb̃s на шаге 5 алгоритма, которое требует O(N) операций на

каждом процессоре, независимо от числа процессоров. Это эквивалентно

операции с линейным ростом (от числа узлов) вычислительной стоимости,

которая не может быть распараллелена. Наличие такой не распараллели-

ваемой операции существенно сказывается на эффективности при большом

числе процессоров.

Но еще более серьезная проблема — это этап подготовки вычисле-

ний, на котором требуется найти обратную матрицу Ã−1
s,s. Вычислительная
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стоимость обращения Ãs,s растет очень быстро с ростом числа интерфейс-

ных узлов. Это делает метод неприменимым к большим сеткам, которые

естественно требуют большого числа процессоров, поскольку подготови-

тельный этап может занять сравнимое или даже большее время, чем сам

расчет. Все эти ограничения заставляют использовать другой подход для

параллельных систем со сравнительно большим числом процессоров.

3.5. Использование итерационного метода

Если число процессоров или размер сетки слишком большие для ме-

тода Шура, то он не может быть использован эффективно для нахож-

дения решения целиком по всей плоскости. Но в этом случае он может

быть использован только для некоторых плоскостей, наиболее проблема-

тичных для итерационного метода. Решение на всех остальных плоскостях

находится с помощью итерационного метода. Метод Шура также может

использоваться как предобуславливатель в составе итерационного метода.

Далее в этой главе предлагается новый метод Крылова-Фурье-Шура,

использующий также итерационный метод на основе подпространств Кры-

лова.

3.5.1. Алгоритм

Метод сопряженных градиентов [64] был выбран как наиболее подхо-

дящий для такого типа симметричных положительно определенных мат-

риц (одна из матриц изначально сингулярна, но эта проблема легко устра-

нима, что будет показано далее) . Поскольку все плоскости независимые,

будет рассмотрено решение только для одной плоскости. Система, которую
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требуется решить — Ax = b. В составе итерационного метода использует-

ся дополнительный прямой метод или, другими словами, предобуславли-

ватель (простейший и в то же время достаточно эффективный). Плоскость

разделена на части, которые далее будут называться блоками. Локальное

решение для каждого блока находится с помощью прямого метода, то есть

не учитываются связи между узлами из разных блоков. В свою очередь,

итерационный метод обеспечивает связи между всеми узлами.

Таким образом, матрица A разделена на прямую и итерационную

части:

A = AD + AI . (3.38)

Рис. 3.3. Разделение на прямую и итерационную части.

Каждому узлу на плоскости соответствует строка в матрице A, а так-

же каждый элемент строки соответствует определенному узлу. Если в i-й

строке матрицы A j-й элемент не равен нулю, это означает, что узел с

номером i связан напрямую с j-м узлом. Исключить связь между узлами

i и j означает приравнять нулю j-й элемент i-й строки и i-й элемент j-й

строки. Матрица AD получена из матрицы A исключением связей между

узлами из разных блоков. Матрица AI получена из A исключением свя-

зей между узлами, принадлежащими одному блоку, а так же исключением

диагональных элементов. На Рис. 3.3 показана структура матриц AD и AI
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(для случая простейшего разбиения плоскости на блоки по одной оси).

Итерационный метод на каждой итерации содержит обращение к пре-

добуславливателю или, другими словами, дополнительному прямому ме-

тоду d(AD,b). Этот предобуславливатель находит решение для системы

ADx = b.

Метод сопряженных градиентов имеет следующий алгоритм.

Первая итерация:

r0 = b−Ax0 .

z0 = D(AD, r0) .

p1 = z0 .

i-я итерация:

1) zi−1 = d(AD, ri−1) .

2)∗ ρi−1 = ri−1T · zi−1 .

3) βi−1 = ρi−1/ρi−2 .

4) pi = zi−1 + βi−1p
i−1 .

5) Обновить значения в гало2 вектора pi .

6) qi = Api .

7)∗ αi = ρi−1/(p
iT · qi) .

8) xi = xi−1 + αip
i .

9) ri = ri−1 − αiq
i .

10)∗ Нахождение нормы невязки .

∗ Коллективный обмен данными для глобальных операций:

2Гало - узлы из соседних подобластей, связанные с узлами подобласти данного процессора
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– Суммирование одного значения: шаги 2), 7).

– Нахождение максимума для одного значения: шаг 10).

3.5.2. Свойства матриц A2D
i , определяющие сходимость итера-

ционного метода

Набор систем (3.26) имеет одно важное свойство, влияющее на при-

менение итерационного метода. Сходимость существенно различается для

разных систем из набора, поскольку системы имеют разные числа обу-

словленности матриц. В частности, одна матрица особенно проблематична

для итерационного метода. В основе такого различия лежат специфические

свойства БПФ. Для удобства, системы уравнений и соответствующие им

плоскости упорядочены по убыванию числа обусловленности матриц A2D
i .

Таким образом, итерационному методу требуется больше итераций для на-

хождения решения на плоскости с меньшим номером. При этом первая

плоскость представляет особенные трудности. Изначально матрица дис-

кретного уравнения Пуассона сингулярна, но после БПФ сингулярность

сохраняет только матрица одной плоскости. Сингулярность этой матрицы

устраняется изменением одного элемента на главной диагонали (например

– увеличить значение в 2 раза), который соответствует какому-то внут-

реннему узлу домена. Эта модификация фиксирует значение в этом узле

равным нулю, делая решение единственным. При этом, решение удовле-

творяет исходной системе.

Характерное распределение числа итераций, необходимого для на-

хождения решения на плоски, было продемонстрировано на примере DNS

3D турбулентного конвективного течения в каверне с разными темпера-
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турами на стенках, с соотношением длин сторон 1 к 4 и Ra = 109 (по-

дробное описание постановки задачи приводится в 4-й главе). Начальное

приближение для всех систем – нулевой вектор. Критерий для невязки ре-

шения каждой системы ||ri||∞ < ε
∣∣∣∣r0

i

∣∣∣∣
∞ , i = 1, .., Nx (норма ||·||∞ для

x ∈ Rn определена как ||x||∞ = maxi=1,..,n |xi|), где r0
i – начальная невязка,

ε = 0.01. В данном тесте каждая плоскость разбита на 32 блока, и для

каждого блока находится локальное решение LU методом. Число итера-

ций, необходимое для получения решения на каждой плоскости, осреднено

по 1000 шагам по времени.
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Рис. 3.4. Число итераций, необходимое для нахождения решения на раз-

личных плоскостях: сравнение для схем 2-го и 4-го порядка аппроксимации

(слева), и для различного числа плоскостей (справа)

На Рис. 3.4 слева показано сравнение числа итераций для схем 2-

го и 4-го порядка. Результаты показывают, во-первых, что порядок схемы

практически не влияет на сходимость, а во-вторых, что имеется большое

различие в числе итераций, требуемом для нахождения решения на разных

плоскостях.
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Также следует отметить, что с ростом числа плоскостей, улучшаются

свойства сходимости — для нахождения решения на всех плоскостях кроме

первой требуется меньшее число итераций. Сравнительные тесты для се-

ток 16×78×156, 32×78×156, 64×78×156 показывает эту особенность. Эти

3 теста имеют одни и те же описанные ранее параметры, за исключением

числа узлов по оси Х, которое равно 16, 32 и 64 соответственно. На Рис.

3.4 справа ось Х — это относительный номер плоскости irel = i/Nx, где

i — номер плоскости и Nx — число плоскостей. Результаты показывают,

что чем больше число плоскостей, тем меньше среднее по всем плоскостям

число итераций. Для 16 плоскостей среднее число итераций в данном при-

мере 7.24, для 32 — 5.20 и для 64 — 3.46. Таким образом, показана важная

особенность: число узлов возрастает, но, при этом, число итераций умень-

шается. Это свойство вносит вклад в хорошую масштабируемость метода.

Например, при пропорциональном увеличении сетки в тех же условиях с

16×39×78 до 32×78×156 среднее число итераций падает с 5.75 до 5.2. Вто-

рая сетка имеет в 8 раз большее число узлов, при этом требуемое

число итераций даже меньше, чем для первой сетки.

3.5.3. Выбор критерия для невязки

Как только задействован итерационный метод, необходимо опреде-

лить критерий завершения итерационного процесса. Выбор критерия осо-

бенно важен в точном по времени моделировании. В этом случае, пока не

выполнены все шаги по времени, требуемые для получения результата, не

известно, был ли критерий достаточно жестким для достижения необхо-

димой точности. Поэтому должен быть выбран некоторый универсальный
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безразмерный критерий, не зависящий от сетки, который после проверки на

какой-то небольшой тестовой задаче гарантировал бы требуемую точность

и для других вычислений. Проверка заключается в сравнении результа-

тов, полученных с использованием итерационного метода, с результатами

прямого метода.

Анализируя результаты выполненных DNS тестов с различными сет-

ками было найдено подходящее решение — фиксировать величину умень-

шения начальной нормы дивергенции поля скоростей ||Mup
h||∞3. Эта норма

есть норма правой части дискретного уравнения Пуассона (3.11). Задача

итерационного метода — обеспечить такую точность решения, чтобы нор-

ма дивергенции поля скоростей после коррекции
∣∣∣∣Mun+1

h

∣∣∣∣
∞ была меньше

начальной нормы как минимум в заданное число раз:
∣∣∣∣Mun+1

h

∣∣∣∣
∞

||Mup
h||∞

≤ ε . (3.39)

В [34] было показано, что норма невязки решения дискретного урав-

нения Пуассона равна норме дивергенции поля скоростей, получаемого по-

сле коррекции: ||rh||∞ = =
∣∣∣∣Mun+1

h

∣∣∣∣
∞. Таким образом, окончательно кри-

терий для невязки решения дискретного уравнения Пуассона имеет следу-

ющий вид:

||rh||∞ ≤ ε||Mup
h||∞ . (3.40)

Фиксирование ε таким способом позволяет получать решение требуемой

точности для различных сеток. 4

3Норма ||·||∞ для x ∈ Rn определена как ||x||∞ = maxi=1,..,n |xi|
4Норма дивергенции вычисляется после обратного БПФ, когда набор плоскостей трансформиро-

ван в трехмерную область. Поэтому для итерационного процесса используется другой критерий - это
обеспечение нормы невязки меньше величины ε, одинаковой для всех плоскостей. Эта величина уста-
навливается автоматически в процессе вычислений: если после коррекции поля скоростей норма ди-
вергенции превышает ε, значение ε уменьшается в 2 раза и решение для уравнения Пуассона находится
заново. Таким образом, по критерию для нормы дивергенции на первом шаге по времени определяется
критерий для итерационного процесса, который также может корректироваться в процессе счета.
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Для верификации критерия и определения величины ε была выпол-

нена серия 2D и 3D расчетов на различных сетках. Требовалось, во-первых,

определить, какое значение ε позволяет получать решение требуемой точ-

ности, и во-вторых, то, что это значение одинаково во всех случаях. Те-

стовые расчеты представляют собой серии DNS на небольших сетках для

задачи турбулентного конвекционного течения в каверне с разными тем-

пературами на стенках, с соотношением длин сторон 1 к 4. Каждая серия

включает два расчета прямым методом и 6 расчетов с использованием ите-

рационного метода с величинами ε, равными 0.7, 0.3, 0.1, 0.03, 0.01, 0.001.

Параметры тестов представлены в табл.3.1.

Таблица 3.1. Параметры тестов

Тест Параметры сетки Порядок схемы Ra Pr
CC 2D 39x78 2-й 109 0.71
BB 2D 78x156 2-й 109 0.71
C 3D 16x39x78 4-й 109 0.71
B 3D 32x78x156 4-й 109 0.71

Сравниваются средние поля течений, полученные прямым методом

и итерационным с различными ε. Поскольку среднее поле турбулентного

течения – это результат осреднения случайного процесса, то требуется бес-

конечный период осреднения для получения одинаковых результатов для

двух одинаковых случайных процессов. Следовательно, различие в резуль-

татах может быть по двум причинам: во-первых, из-за недостаточной точ-

ности решения уравнения Пуассона и, во-вторых, из-за конечности периода

осреднения. Для определения допустимого уровня различий в результатах,

надо найти вклад второй причины. Для этого выполняются два DNS с раз-

ным начальным случайным распределением температуры, с использовани-
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ем прямого метода. Берут достаточно длинный период осреднения (50-100

периодов низких частот). Различия между результатами этих двух DNS

задают допустимый диапазон различий между результатами, полученны-

ми с использованием прямого и итерационного метода. Тесты показали,

что уменьшение итерационным решателем нормы начальной дивергенции

в 10 раз является достаточным. Но это значение ε = 0.1 верно только для

данного явного алгоритма моделирования несжимаемых течений и может

отличаться для других алгоритмов.

3.5.4. Начальное приближение для итерационного метода

Начальное приближение x0
i находится с помощью линейной экстра-

поляции, с использованием решения на двух предыдущих шагах по вре-

мени: x0
i = 2xi−1 − xi−2. Этот способ позволяет существенно уменьшить

норму начальной невязки. Такой выбор начального приближения имеет

важную особенность – число итераций почти не растет при уменьшении

ε. Рост числа итераций начинается только после того, как ε становится

меньше некоторого значения. В данном случае это значение менее 10−4,

при том, что значение ε = 0.1 достаточно для достижения требуемой точ-

ности результатов. При таком выборе начального приближения, решение

уравнения Пуассона может быть получено на несколько порядков точнее,

при той же вычислительной стоимости, поскольку нет разницы, уменьшать

начальную дивергенцию в 10 или в 10000 раз (при одинаковой вычис-

лительно стоимости целесообразнее использовать более высокую

точность). Такой эффект имеет простое объяснение. Чем точнее решает-

ся уравнение Пуассона, тем больше для этого требуется итераций. Но чем
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точнее решение на данном шаге по времени, тем точнее решение предска-

зывается экстраполяцией на следующем шаге, следовательно, тем меньше

потребуется итераций. Эти два свойства компенсируют друг друга, поэто-

му число итераций изменяется незначительно. Конечно, даже при точном

решении уравнения Пуассона, экстраполяция на следующий шаг по време-

ни имеет погрешность. Эта погрешность и определяет то значение ε, после

которого начинается рост числа итераций. Рис. 3.5 показывает изменение

числа итераций с изменением точности решения уравнения Пуассона.
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Рис. 3.5. Число итераций для различного порядка ε (тест B в таблице 3.1).

На оси Х величина x = − lg(ε)

3.6. Масштабируемая конфигурация метода Крылова-Фурье-

Шура

В соответствии с нумерацией плоскостей, в равных условиях для на-

хождения решения на плоскости с меньшим номером требуется больше ите-

раций, а для первой плоскости требуется особенно много итераций. Следуя
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этому ключевому свойству, различные методы могут быть применены для

получения решения на различных плоскостях. Каждая плоскость может

иметь свой размер блоков, для достижения максимальной производитель-

ности.

Таким образом, для каждой плоскости задается число блоков Si =

Nb/Nyz, i = 1, .., Nx, где Nb — число узлов в блоке и Nyz — число узлов

в плоскости. Si может изменяться от 1 до Nyz. Si = 1 соответствует ре-

шению прямым методом за одну итерацию, Si = Nyz означает решение с

помощью итерационного метода без дополнительного прямого метода (ис-

пользуя простейший предобуславливатель Якоби).

Число блоков определяет число итераций: чем больше число блоков,

тем больше требуется число итераций. Матрица предобуславливателя AD

из разложения (3.38) получается из матрицы системы A исключением эле-

ментов, соответствующих прямым связям между узлами из разных блоков.

При росте числа блоков, растет число этих связей, и, следовательно, мат-

рица AD становится все более грубым приближением матрицы A. Поэтому

число итераций увеличивается. Но, чем меньше размер блока, тем меньше

элементов содержится в матрице AD, и, следовательно, тем меньше вы-

числительная стоимость для нахождения локального решения для блоков

прямым методом. Вычислительная стоимость и потребление памяти для

нахождения локального решения для каждого блока растут в случае LU

метода для такой ленточной матрицы нелинейно как O(N 1.5
b ), и, умень-

шая размер блока, можно повысить производительность, несмотря на рост

числа итераций. Наибольший выигрыш в производительности можно полу-

чить таким способом для последних плоскостей, поскольку число итераций
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растет незначительно с ростом числа блоков.

Число блоков может быть выбрано независимо для каждой плоско-

сти. Критерий выбора, естественно, минимизация затрат времени для вы-

полнения всех требуемых итераций. Для этого также следует учитывать

обмены данными, которые необходимы на каждой итерации. Этот способ

позволяет получить хорошую параллельную эффективность как на мало-

бюджетных кластерах, так и на суперкомпьютерах, поскольку предостав-

ляется возможность управлять балансом между объемом вычислений и

объемом обмена данными (суммарный объем обмена данными напрямую

зависит от числа итераций).

3.6.1. Выбор прямого метода в зависимости от размера блока

Когда метод Крылова–Фурье–Шура применяется на параллельной

системе с P процессорами, каждая плоскость соответственно разбита на

P подобластей. Возможны два варианта:

1. Размер блока больше чем размер подобласти. В этом случае

число блоков должно удовлетворять условию 1 ≤ Si < P , и число

Ci = P/Si имеет целочисленное значение — число подобластей в од-

ном блоке. Чтобы найти решение для каждого блока, должен быть

использован метод Шура, который применяется к блоку, как если бы

он был целой плоскостью, состоящей из Nb узлов и разбитой на Ci

подобластей. Следует отметить, что метод Шура имеет вычислитель-

ную стоимость как минимум двух LU. Поэтому использование блоков

большего размера чем подобласти эффективно только в случае, если

оно приводит к сокращению числа итераций более чем в 2 раза по
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сравнению с блоками размером с подобласть. Конечно же, наиболее

эффективно метод Шура может быть применен ко всей плоскости

целиком, поскольку сокращает число итераций до 1.

2. Размер блока меньше или равен размеру подобласти.

В этом случае число блоков должно удовлетворять P ≤ SiNyz. И

Si/P имеет целочисленное значение — число блоков в одной подоб-

ласти. LU метод может быть использован в этом случае для прямого

нахождения решения для каждого блока. Метод Холецкого мог бы

быть использован вместо LU, так как матрицы ADi
симметричные.

Этот метод требует в 2 раза меньше памяти, так как одна и та же об-

ласть памяти может быть использована для хранения обеих матриц

Hi и HT
i разложения ADi

= HiH
T
i вместо L и U матриц. Но из-за

специфических свойств доступа к компьютерной памяти, метод Хо-

лецкого, при примерно той же вычислительной стоимости, работает

значительно медленнее.

В качестве примера далее приводятся несколько типовых конфигу-

раций решателя. Конфигурации пронумерованы по возрастанию масшта-

ба задачи: больший номер соответствует большему размеру сетки и числу

процессоров.

1. Решение на каждой плоскости находится с помощью метода Шура.

Эта конфигурация применима на системах с небольшим числом про-

цессоров, например от 1 до 25. Естественно, размер сетки должен

быть таким, чтобы методу Шура хватило памяти.
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2. Решение на нескольких первых плоскостях находится с помощью ме-

тода Шура. На всех остальных плоскостях решение находится итера-

ционным методом, размер блока меньше или равен размеру подобла-

сти. Эта конфигурация может быть использована на более крупных

системах, с числом процессоров, например, до 64. На таком числе

процессоров итерационный метод может быть более эффективен для

большинства плоскостей, чем метод Шура. Эта конфигурация также

может быть использована на системах с меньшим числом процессо-

ров, как в первом случае, если методу Шура не достаточно памяти

для нахождения решения на всех плоскостях.

3. Решение только на первой плоскости находится с помощью метода

Шура. На всех остальных плоскостях решение находится итераци-

онным методом, размер блока меньше или равен размеру подобла-

сти. Эта конфигурация может быть использована на пределе воз-

можностей метода Шура, на системах с числом процессоров до 2-х -

3-х сотен. В этом случае применение метода Шура даже для одной

плоскости ограничено в основном этапом подготовки вычислений. По-

скольку первая плоскость особенно проблематична для итерационно-

го метода, то использование метода Шура для нахождения решения

только на этой плоскости при таком числе процессоров позволяет су-

щественно повысить производительность. При достаточно большом

размере сетки это приводит к сокращению до 2-х (в частности, для

сетки с 108 узлов на 200 процессорах) и более раз времени, затрачи-

ваемого на нахождение решения на всех плоскостях.
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3.6.2. Производительность на параллельных системах

В качестве теста используется уже упомянутый расчет 3D турбулент-

ного течения (подробно задача описана в 4 главе). Критерий завершения

итерационного процесса — уменьшение начальной дивергенции в 10000 раз.

Две существенно различные параллельные системы использовались для

расчетов:

• Суперкомпьютер Marenostrum Барселонского Суперкомпьютерного

Центра

Это IBM BladeCenter JS20 кластер с 4800 процессорами PowerPC

970FX 2.2 GHz (конфигурация указана на момент вычислений) .

Двухпроцессорные узлы с 4 Gb RAM памяти связаны высокопроиз-

водительной сетью Myrinet. Дополнительная сеть Ehernet 1Gbit ис-

пользуется для распределенной файловой системы.

• Кластер JFF Технологического центра исследования явлений перено-

са тепла и массы при Политехническом университете Каталонии. Это

типичный малобюджетный кластер на основе офисного компьютер-

ного оборудования. 40 однопроцессорных узлов с процессорами AMD

Athlon 2.6GHz и 1Gb RAM памяти связаны сетью Ethernet 100Mbit.

Основное отличие между этими системами, помимо числа процессо-

ров – это производительность сети. Сеть Myrinet имеет намного меньшую

латентность и во много раз большую пропускную способность, чем 100Mbit

Ethernet.
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3.6.3. Выбор конфигурации метода

Размер сетки в данном тесте 64×240×460 ( 7×106 узлов). Тест выпол-

нен на 32 процессорах, расчетная область разбита на 32 подобласти 4 × 8

по осям Y и Z соответственно. Тест показывает, как метод Крылова–Фурье–

Шура может быть адаптирован к различным параллельными системам для

достижения максимальной производительности.

Были опробованы 4 базисные конфигурации, имеющие одинаковые

параметры для всех плоскостей. Конфигурация 1 — размер блока равен

размеру плоскости, то есть решение методом Шура. Конфигурации 2, 3,

4 используют итерационный метод с числом блоков в каждой подобласти

1, 4, 16 соответственно. Для каждой базисной конфигурации измерялось

время, затрачиваемое на получение решения для всех плоскостей. Число

итераций для каждой плоскости осреднялось по 200 шагам по времени.

Поскольку в каждой конфигурации вычислительная стоимость итерации

одинакова для всех плоскостей, время, затрачиваемое на получение реше-

ния на каждой плоскости, считается пропорциональным числу итераций:

ti = T (Ii/Isum), i = 1, .., Nx, где Ii – число итераций для i-й плоскости и

Isum =
∑Nx

i=1 Ii суммарное число итераций для всех плоскостей. Для конфи-

гурации 1, которая использует только прямой метод, число итераций равно

единице. Также следует отметить, что конфигурация 1 не может полностью

поместиться в память из-за ограничений метода Шура. Эта конфигурация

была смоделирована использованием одного и того же набора данных для

всех плоскостей. Таким образом, вычислительная стоимость в точности та-

кая же, как если бы методу Шура хватило памяти, хотя получаемое реше-
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ние, конечно же, не имеет смысла. Сравнение времени, затрачиваемого на

каждую плоскость, позволяет составить на основе базисных конфигураций

одну оптимизированную конфигурацию, беря для каждой плоскости луч-

шую из этих 4-х. На Рис. 3.6 показано сравнение для обеих параллельных

систем. Применение итерационного метода для получения решения на пер-

вой плоскости вообще не рассматривается, поскольку потребуется слишком

большое число итераций.
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Рис. 3.6. Сравнение конфигураций решателя для различных параллельных

систем: кластер JFF слева и суперкомпьютер Marenostrum справа.

Время, затрачиваемое на получения решения на каждой плоскости,

показано для каждой базисной конфигурации на Рис.3.6. Это позволяет по-

строить оптимизированную конфигурацию, выбирая для каждой плоско-

сти лучшую из рассматриваемых конфигураций. Используя эти результаты

измерений, можно получить следующие оптимизированные конфигурации:

1. Для кластера JFF: Решение на первой плоскости находится целиком

методом Шура, на плоскости 2 и 3 – итерационным методом с бло-
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ком размером с подобласть, на остальных плоскостях итерационным

методом с 16 блоками на подобласть.

2. Для Marenostrum: Решение на первых 5-ти плоскостях находится це-

ликом методом Шура, на остальных плоскостях – итерационным ме-

тодом с 16 блоками на подобласть.

Следует отметить, что метод Шура в этом случае работает в 4 раза медлен-

нее на малобюджетном кластере, чем на суперкомпьютере, в то время как

общая производительность оптимизированной конфигурации отличается

только в 2 раза. Это связано с существенным преимуществом Marenostrum

в пропускной способности сети, которая особенно важна для операции гло-

бального суммирования большого объема данных в методе Шура. Поэто-

му в конфигурации, оптимизированной для суперкомпьютера, на большем

числе плоскостей решение находится с помощью метода Шура.

3.6.4. Тест на ускорение

Тест на ускорение был выполнен на суперкомпьютере Marenostrum

Барселонского Суперкомпьютерного Центра. Размер сетки в данном тесте

32×170×320 (1.7×106 узлов). Тест показывает адаптацию метода Крылова-

Фурье-Шура к различному числу процессоров для достижения максималь-

ной производительности. Использовались две простейшие конфигурации:

первая — решение на всех плоскостях целиком находится методом Шура,

вторая — метод Шура применяется только для первой плоскости, реше-

ние на остальных плоскостях находится итерационным методом с блоком

размером с подобласть.
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Рис. 3.7. Ускорение решателя на параллельной системе

Измерения начинаются с 1 процессора, где метод Шура вырождается

в LU. (LU для всех плоскостей не помещается в памяти одного процессо-

ра. Измерялось время для одного LU, затем время умножалось на число

плоскостей)

Метод Шура теряет эффективность достаточно быстро и уже при

числе процессоров более 30 заменяется на вторую конфигурацию, которая

достигает ускорения 136 на 128 процессорах, после чего также начинает

терять эффективность. Всего же достигается ускорение как минимум 153.

Результаты показаны на Рис.3.7.

3.6.5. Замечания по параллельной оптимизации

Хотя решение для каждой плоскости может быть найдено по отдель-

ности, это не означает, что обмен данными должен быть отдельным для

каждой плоскости. В этом случае была бы большая потеря времени на

латентность сети и параллельная эффективность существенно пострада-

ла бы из-за увеличения в Nx раз количества пересылок. Поэтому каждый
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обмен данными включает данные сразу для всех плоскостей, решение по

которым еще не получено. Поскольку для нахождения решения на раз-

ных плоскостях требуется разное число итераций, решения получаются не

одновременно. Как только решение на какой-то плоскости получено, она

естественно исключается из обмена данными. Обмен данными требуется

для операций обновления гало, для скалярного произведения, для вычис-

ления нормы невязки и для суммирования интерфейсных узлов в методе

Шура. Во всех этих случаях данные со всех оставшихся плоскостей груп-

пируются в одно сообщение, исключая, таким образом, потерю времени на

многократную инициализацию обмена данными.

Особое внимание уделяется скалярному произведению. Оно требует

пересылки небольшого объема данных, следовательно, потери времени в

этом случае происходят только из-за латентности сети. Эта коллективная

операция суммирования становится особенно затратной на большом числе

процессоров (число пересылок в одной операции растет как log2(P )) и на

сетях с большой латентностью. Самое главное, что следует отметить, плос-

кость, для которой требуется наибольшее число итераций, отвечает за все

потери времени на скалярное произведение. От каждой плоскости в пере-

сылку попадает всего лишь одно число. Поэтому объем данных настолько

мал, что нет разницы, передается ли одно число, или набор чисел для

всех плоскостей (данные помещаются целиком в один сетевой пакет). Для

улучшения параллельной эффективности по возможности минимизирует-

ся максимальное по всем плоскостям число итераций. Уменьшение числа

итераций для первой плоскости особенно важно.
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3.7. Распараллеливание по оси X

В конфигурации для большого числа процессоров метод Шура при-

меняется для нахождения решения только на первой плоскости. Но даже

в этом случае Метода Шура является основным препятствием для увели-

чения числа процессоров из-за быстро возрастающего размера обратной

интерфейсной матрицы и объема обмена данными. При этом нахождение

решения для первой плоскости итерационным методом намного менее эф-

фективно.

Метод Крылова-Фурье-Шура с разбиением на подобласти по двум

осям может применяться достаточно эффективно при числе процессоров

до нескольких сотен, но это близко к пределу возможностей метода Шу-

ра. Для применения метода на тысячах процессоров требуется разбиение

области на подобласти по трем осям. Расчетная область разбивается на P

подобластей разделением области на Px частей по оси X, и на Py и Pz частей

по осям Y и Z соответственно: P = Px × Py × Pz. Таким образом, в методе

Шура будут задействованы не все процессоры, а только группы по Py×Pz

процессоров. Если, например, число Py × Pz - это предел для применимо-

сти метода Шура, то благодаря разбиению по оси Х, максимальное число

процессоров, на котором метод Крылова-Фурье-Шура может быть приме-

нен эффективно, увеличивается в Px раз. Этот способ позволяет довести

максимальное число процессоров до нескольких тысяч.
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3.7.1. Группировка плоскостей

Позиция подобласти в расчетной области определяется тремя чис-

лами: px - позиция по оси X, py - по оси Y и pz - по оси Z. Эти номера

удовлетворяют условию: 1 ≤ px ≤ Px,1 ≤ py ≤ Py,1 ≤ pz ≤ Pz

Каждой из P подобластей соответствует один процессор в группе из

P процессоров. Процессорная группа разбивается на подгруппы двумя спо-

собами:

1. 1D подгруппы

Каждая подгруппа включает в себя процессоры с одинаковыми но-

мерами py и pz. Число процессоров в подгруппе Px, а число подгрупп

- Py × Pz

2. 2D подгруппы Каждая подгруппа включает в себя процессоры с оди-

наковым номером px. Число процессоров в подгруппе Py × Pz число

подгрупп - Px.

Каждый процессор принадлежит к одной 1D подгруппе и к одной 2D под-

группе. После применение БПФ, расчетная область преобразована в набор

независимых плоскостей, и 2D подгруппы используются для нахождения

решения на плоскостях. 1D подгруппы используются для обеспечения свя-

зей по оси X для БПФ.

Каждая из 2D подгрупп имеет свой поднабор из Nx

Px
плоскостей. Плос-

кости упорядочены по убыванию числа обусловленности соответствующих

плоскостям систем уравнений. Поэтому, если плоскости распределены меж-

ду 2D подгруппами по прядку, то возникает очень большой дисбаланс в



114

загрузке процессоров: первые 2D подгруппы получают плоскости с мень-

шими номерами, для которых требуется намного больше итераций, чем для

остальных. Поэтому, для того чтобы избежать многократного падения про-

изводительности из-за дисбаланса загрузки процессоров, необходимо рас-

пределять плоскости другим способом.

Набор из Nx плоскостей разделяется на Px поднаборов по Nx

Px
плоско-

стей следующим образом: плоскость с номером k поднабора с номером px -

это плоскость с номером jpx

k = px +(k−1)Px в исходном наборе. Каждая из

плоскостей с номерами i = 1, .., Px становится первой плоскостью в соответ-

ствующем поднаборе, каждая из плоскостей с номерами i = Px+1, ..., 2∗Px

становится второй плоскостью и т.д.

Таким образом, нагрузка на процессоры распределяется более равно-

мерно. Если решение на первых плоскостях из каждого поднабора находит-

ся прямым методом, то отличие между средними по поднаборам числами

итераций незначительно, и баланс загрузки процессоров не нарушается.

Каждый поднабор плоскостей по отдельности имеет такие же свой-

ства как и весь набор, а именно характерное распределение числа итераций

сохраняется и для получения решения на плоскости с меньшим номером

требуется больше итераций.

3.7.2. Упрощенная реализация

Простое и при этом достаточно эффективное разбиение по оси Х реа-

лизовано способом, который не требует даже распараллеливания БПФ (эф-

фективное распараллеливание БПФ для такого короткого набора данных

является достаточно сложной и едва ли осуществимой задачей). Пробле-
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ма решается простой репликацией данных для уравнения Пуассона между

всеми 2D подгруппами. То есть в каждой 1D подгруппе путем группового

обмена данными каждый процессор получает со всех остальных процессо-

ров подгруппы принадлежащие им части вектора начального приближения

x0
3D и вектора правой части b3D системы (3.12). Таким образом, для ре-

шения уравнения Пуассона каждый процессор имеет такие же данные, как

если бы расчетная подобласть не разбивалась по оси Х.

Модифицированный алгоритм:

1) Репликация вектора начального приближения x0
3D и вектора правой

части b3D внутри 1D подгрупп

2) БПФ преобразует (3.12) к (3.26)

3) Решение (3.26) находится 2D подгруппами процессоров, количество

которых равно Px.

4) Репликация решения внутри 1D подгрупп

5) Обратное БПФ преобразует решение (3.26) к решению (3.12)

Групповой обмен данными требуется внутри 1D подгрупп для реплика-

ции данных на этапах 1 и 4 алгоритма. После репликации данных, БПФ

применяется на этапах 2 и 5 без распараллеливания к векторам из Nx эле-

ментов. То есть каждый процессор в 1D подгруппе производит одни и те

же вычисления сразу для всех узлов по оси Х для выполнения БПФ. Такое

дублирование вычислений, с одной сторон, негативно сказывается на па-

раллельной эффективности. Но, с другой стороны, это негативное влияние

незначительно, поскольку вычислительная стоимость БПФ пренебрежимо
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мала по сравнению с вычислительными затратами на получение решения

на плоскостях. Более того, эффективное распараллеливание БПФ на па-

раллельной системе с распределенной памятью является достаточно слож-

ной задачей, особенно для векторов такого малого размера (от 32 до 512

элементов). В данном программном комплексе для выполнения БПФ ис-

пользуется библиотека FFTW3 [65, 66], которая является одной из самых

высокопроизводительных и широко распространенных в мире.

На шаге 3 каждая из 2D подгрупп имеет весь набор из Nx плоскостей,

но находить решение каждая подгруппа будет только для своего поднабора

из Nx

Px
плоскостей. Найденное решение реплицируется внутри 1D подгрупп

на шаге 4. Затем применяется обратное БПФ и каждый процессор получает

решение для всего набора плоскостей, из которого он оставляет только

необходимые ему Nx

Px
плоскостей.

Также следует отметить, что групповой обмен данными на шагах 1

и 4 имеет линейный рост числа пересылок от числа процессоров Px в 1D

подгруппе. Поэтому Px должно быть минимизировано. Минимизация Px

также уменьшает негативное влияние от дублирования вычислений БПФ.

Другими словами, размер 2D подгрупп Py × Pz должен быть как можно

больше, естественно, в пределах возможностей метода Шура.

3.7.3. Тестирование параллельной эффективности

В качестве теста используется уже упомянутый расчет 3D турбулент-

ного течения (подробно задача описана в 4 главе). Критерий завершения

итерационного процесса — уменьшение начальной дивергенции в 10000

раз. Тест на ускорение был выполнен на суперкомпьютере Marenostrum
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Барселонского Суперкомпьютерного Центра. Размер сетки в данном тесте

111 × 106 узлов). Размер 2D подгруппы равен 128 процессоров. Число Px

варьировалось от 2 до 8. Таким образом, расчет выполнялся на 256, 512 и

1024 процессорах. Полученное ускорение показано на рисунке 3.8.

Рис. 3.8. Ускорение до 1024 процессоров на суперкомпьютере Маренострум

Эффективность при переходе с 256 на 512 процессоров превысила

100% (за счет нелинейного уменьшения вычислительной стоимости), одна-

ко на 1024 процессорах эффективность составила около 70%, что соответ-

ствует ускорению в 2.8 раза при переходе с 256 процессоров. Ускорение на

1024 процессорах оказалось ниже ожидаемого. Возможно причина в специ-

фике группового обмена данными на этой параллельной системе для такого

числа процессоров.
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4. Крупномасштабное прямое численное

моделирование турбулентного конвекционного течения

4.1. Постановка задачи

Прямое численное моделирование 3D турбулентного течения при

естественной конвекции в каверне с разными температурами на стенках

является продолжением серии расчетов, описанных в [21, 67]. В данном

случае, число Ra увеличено в 10 и размер сетки в 17.4 раз, по сравнению с

предыдущим расчетом. Иллюстрация постановки задачи представлена на

рис.4.1.
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Àäèàáàòè÷åñêàÿ ñòåíêà z=0

Ïåðèîäè÷åñêàÿ âåðòèêàëüíàÿ
ñòåíêà õ=0

Ïåðèîäè÷åñêàÿ âåðòèêàëüíàÿ
ñòåíêà õ=L

Èçîòåðìè÷åñêàÿ
âåðòèêàëüíàÿ ñòåíêà y=0: T=T

Èçîòåðìè÷åñêàÿ
âåðòèêàëüíàÿ ñòåíêà y=L : T=T

z

c

x

y

Рис. 4.1. Каверна с разными температурами на стенках: 3D турбулентное

течение, вызванное естественной конвекцией

Расчетная область представляет собой каверну с соотношением сто-

рон 0.25:1:4 по осям X, Y и Z соответственно. Сетка состоит из 1.12× 108

узлов 128×682×1278 по осям X,Y и Z соответственно. Шаг сетки нерав-
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номерный по оси Y с концентрацией около границ. Граничные условия

следующие:

• На вертикальных стенках, ортогональных оси X — периодические

условия.

• На вертикальных стенках, ортогональных оси Y — изотермические

условия с температурами Tc = 0 на стенке y = 0 и Th = 1 на стенке

y = 1.

• На горизонтальных стенках адиабатические условия.

• Для скоростей (кроме границ с периодическими условиями) исполь-

зуется условие прилипания - все компоненты вектора скорости равны

0.

Числа Рэлея и Прандтля равны соответственно Ra= 1011 , Pr= 0.71.

Для дискретизации по пространству используется спектрально согла-

сованная схема четвертого порядка аппроксимации. Критерий для итера-

ционного процесса выбран таким образом, чтобы обеспечивать на каждом

шаге по времени уменьшение начальной нормы дивергенции поля ско-

ростей как минимум в 10000 раз. DNS выполнено на суперкомпьютере

Marenostrum Барселонского Суперкомпьютерного Центра с использовани-

ем до 512 процессоров.
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4.2. Численные результаты

В качестве примера на рис. 4.2 показаны мгновенные поля двух ком-

понент скорости (по осям Y и Z) и температуры в сечении по центру кавер-

ны. Четко видны зоны турбулентности и точки образования турбулентного

течения.

Рис. 4.2. Мгновенные поля: скорость по оси Y и Z, температура в сечении

Х=0.5

На рис. 4.3 изображены мгновенные поля температуры (изоповерх-

ности) для различных моментов времени. Показана эволюция картины те-
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чения до достижения статистически однородного состояния. На рис. 4.4

показана статистика первого порядка - среднее поле температуры (слева)

и число Нусельта для левой стенки (справа). Скачок функции около 2.5

на графике справа (Рис. 4.4) соответствует точке образования турбулент-

ности. Статистика 2-го порядка для различных величин показана на Рис.

4.5.

Рис. 4.3. Мгновенные изоповерхности температуры, эволюция картины те-

чения со временем

Результаты этого крупномасштабного расчета в совокупности с ре-

зультатами предыдущих вычислений послужат базисом для калибровки

LES моделей турбулентности.
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Рис. 4.4. Статистика 1-го порядка

Рис. 4.5. Статистика 2-го порядка
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Заключение

Ниже сформулированы основные результаты работы.

1. Разработан эффективный метод распараллеливания явного алгорит-

ма повышенной точности, использующего расширенный неструкту-

рированный шаблон. Данный метод позволяет разработчикам после-

довательного комплекса программ, которые не являются специали-

стами в области параллельных вычислений, выполнить распаралле-

ливание с минимальными трудозатратами, достигнув при этом высо-

кой параллельной эффективности.

2. Создан комплекс параллельных программ SuperNoisette 2D/3D с еди-

ным алгоритмическим ядром, реализующим расчеты задач газовой

динамики и аэроакустики с повышенной точностью, как на треуголь-

ных, так и тетраэдральных сетках. Данный комплекс программ был

получен на основе последовательного кода с использованием разра-

ботанной технологии распараллеливания.

3. На основе ранее известного метода Фурье-Шура для решения урав-

нения Пуассона, который эффективен на небольших кластерах с се-

тью высокой латентности, разработан метод Крылова-Фурье-Шура.

Новый метод может эффективно применяться на суперкомпьютерах

и позволяет использовать сетки размером порядка 108 узлов и раз-

ностные схемы повышенной точности на числе процессоров порядка
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тысячи.

4. При активном участии автора проведены расчеты ряда актуальных

задач газовой динамики и аэроакустики. С помощью комплекса про-

грамм SuperNoisette 2D/3D выполнены вычислительные эксперимен-

ты по моделированию звукопоглощающих конструкций авиадвига-

телей. С использованием метода Крылова-Фурье-Шура выполнено

крупномасштабное прямое численное моделирование турбулентного

течения при естественной конвекции в закрытой каверне. Продемон-

стрирована высокая эффективность разработанных методов.
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